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NATURE D’UNE SUITE, RECURRENCE 6

CORRECTION

I. Montrons que la suite (U ) admet m = Y2 comme minorant strict:

D'apres le cours, la suite (U, ) est minorée par m ssi, pour tout entier
natureln. U >m.

Nous allons montrer par récurrence que:

" pour tout entier naturel n € IN*. U > V2

Initialisation: - U = % VT

Donc vrai aurang * 0 *.

g 3 1

Donc vrai aurang * 1°.

Hérédité: Soit n € IN*, supposons que U >V2
et montrons qu'alors U > V2.

Supposons: U > Y2, pour un entier naturel non nul n fixé.
(/)
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Etudions la différence: u,,- V2.

2 2_
_ﬁ=(&+_/)_ﬁ=(un +2.)_‘/—=U" Z.Un\/i+2.
2 U 2U 2U

n

u

n+/

Or: (U -V2)2=U2-2xU xV2Z + (V2P =U2-2U V2 +2

(u,-v27
2U

n

Ainsii U -v2=2"n 77

n+/

L’hypothése (1) U > V2 implique 4 Ia fois que (u, - V2)2> 0 et que u >o.

Y2
Le nombre U__ - V2 = (U"—Z), qui est un quotient de deux réels
2U

n

strictement positifs, est donc strictement positif.

On obtient linégalité: U, ., - Y2 > 0, ou de fagon équivalente 'inégalité
un+l > E

Siu > \/E, alors U ., > V2.
La propriété* U > V2 * est héréditaire.

Conclusion: Pour tout entier n € IN*, U > V2.

Ainsi: la suite (U ) est bien strictement minorée par m= V2.

2. Prouvons que la suite (U ) est strictement décroissante, pour tout n € IN*:

Minorant, Majorant, Récurrence
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Pour cela, nous allons déterminer le signe de U, - U , pour tout n € IN*

/
un+l-un= ﬂ +_-un
2 U
u /
= 4 —
2 U
-Ur+2
-~ 2u

Dans ces conditions, la suite (U, ) est strictement décroissante ssi:

U.-U<0cad -U*+2<0 car U >0, par hypothese.

n+l n
-U*+2<0 <= -U*<-2

<=> un?_ >2

<=> Un V2.
Or, (U ) est strictement minorée par m = V2.
Par conséquent, pour tout n € IN*, U > V2.
Ainsi: U - U <0 et donc (U) est strictement décroissante sur IN*

n+/

3. Déduisons-en la nature de (U, ):

D'apres le cours, toute suite décroissante et minorée est convergente.

Orici: + (U,) est strictement minorée par m= V2

* (U ) est strictement décroissante.
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Donc: OUI, la suite (U ) est convergente.

Elle admet pour limite f telle que: £ ==+

| B
|~

p=fil s opropryg
2 f

<= P2=2 cad: P=V2.

En définitive, la suite (U ) est convergente et converge vers f = V2.
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