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RECURRENCE, SYNTHESE °
CORRECTION

Partie A:

I. Déterminons les limites de f en 0 et +:
lci: * f(x)=x1In(x)+ 1

* Df=]0; 4+ [.

* limite de fen"0"

lim f(x)= Ilim f(x)
x—->0" x—-0
x>0

= lim xIn(x)+ 1/
x-0
x>0

= |, car d'aprés le cours: lim x"In(x)=0,VnEIN.
x->0

x>0
« limite de f en" 4+ "

lim f(x)= lim XxIn(x)+/
X = 400 X > +©

=+, car d'aprés le cours: lim x In(x)=+o.
X—>+400

Autotal: lim f(x)=0 et lim f(x)=4+.
x->0* X=>+00
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2. Montrons que pour tout x €] 0 ; 4+ [, f’(x)=1+In(x):
D'aprés 'énoncé, f est dérivable sur]0;+oo [.
Dans ces conditions, nous pouvons calculer f’sur ]0; +oo [.

Pour tout x €10; 4+ [ £(x)=[ I xIn (x)+x x ]
X

(xv+uxv)

=1+ In(xX).
Au total, nous avons bien: f’(x)=1+In(x),Vx€]0,;+x[.

3. a Etudions les variations de f sur]0 ;+o [:

Nous allons distinguer 3 cas, pour tout x €] 0; 4+ [.

o Jer cas. f’(x)zo
f(x)=0 <= I+In(x)=0 = x=—.

« 2% cas: f’(x)<0.

/ /
fl(x)<0 <= /+In(x)<0 = x<— ou x€]0;—[.
e e

« 3 cas: f’(x)>0.

f(x)>0 <=> I+In(x)>0 = x>~ ou xE]—’;+oo[.
e
Ainsi:  fest décroissante sur]0; ! ). (strictement décroissante sur]0; é [)
e

. fest croissante sur [ El 40 [ (strictement croissante sur ] é 4o [)
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Nous pouvons donc dresser le tableau de variation suivant:

+©

OIMI~

f - +
+00

, ,\'-é/

3. b. Montrons que f admet un minimum dont on donnera la valeur exacte:

La fonction f admet un minimum quand f’(x) = 0, sachant que pour tout x
appartenant d]0; + [, f(x) > f(x,, ).

Orf’(x)=0 quand: x, =

Min

Dans ces conditions: f (_,) . In (—l) +
e/ e \e
/ /
cad: —|=1--
d (e) e

Au total, la fonction f admet comme minimum global: le point A ( é ; - é ).

4. Déterminons une équation de la tangente A a la courbe Cf au point

d'abscisse x = I:

D'apreés le cours, Péquation réduite de la tangente A a la courbe Cf au point
x=1 Sécrit: y-f(N=f,’(N(x-1). (/)

Or: f(N=1et f?(N=1 (B(I;1))
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Dou: (1) <=> y-I=1Ix(x-1) => y==x.

Au total, Péquation de la tangente A est: y=x.

5. a Etudions les variations de g sur] 0, 4+ [:
lcii: eg(x)=f(x)-x=xIn(x)+1-x
*Dg=]0;+oo [.
Posons: g=f+h, avec: h(x) =-x.
f est dérivable sur] 0; +x [, daprés I'énoncé.

h est dérivable sur IR comme fonction polynéme, donc h est dérivable
sur]0;+o [.

Donc, g est dérivable sur] 0; + [ comme somme ( f + h) de 2 fonctions
dérivables sur]0; + [.

Ainsi, nous pouvons calculer g’ pour tout x €] 0; +x [.
Pour tout x €] 0; 4+~ [: g’(x)=f"(x)+ h’(x)
=/+In(x)-1
=In(x).
Au total, pour tout x €] 0; 4+ [: g’(x)=In(x).
Afin d'établir les variations de g sur ] 0; +x [, nous allons distinguer 3 cas:
el cas: g’(x)=0.

9’(x)=0 <= In(x)=0 <= x=1.
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«2°m cas: g’(x)<0.

g9°(x)<0 <=> In(x)<0 <=> x< !/ ou x€JO0; I[.

. 3™ cas: g’(x)> 0.

9’(x)>0 <= In(x)>0 <=> x>1 ou x€]J/;+o0[.

Ainsi: g est décroissante sur ] 0; I]. (strictement décroissante sur]0; /I[)

* g est croissante sur [ /; +x [. (strictement croissante sur] I, +%[)

Nous pouvons alors dresser le tableau de variation suivant:

5. b. Déduisons-en le signe de g sur I:
Grdce au tableau de variation précédent, nous constatons que: g(l)=0.
Nous allons distinguer 2. cas:

*Six€]0; /[, alors g(x)>g(l)=0,
*Six€])/,4+o[, alors g(x)>g()=0.

Ainsi: « la fonction g est strictement positive sur]0, I[U] I, +o [,
* la fonction g est positive sur] 0, +[.
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5. c. Déduisons-en les positions relatives de Cf et A sur]0;+x[:
Rappelons que: -« 'équation de A est y = x.
e le point de contact entre Cf et A est le point B ( 1, 1).
De plus, pour tout x €] 0; 4+ [: g(x)=0
<=> f(x)-x=0
<=> f(x)=>x.

Ainsi: Cf est située au dessus de Ila droite A avec un seul point de
contact, le point B.

Partie B:

I. Démontrons que I'équation f (x)= n admet une solution unique O dans
lintervalle] 0; 4+ [:

Ici:  n € IN* ce qui revient d dire quen=1,2,3, 4, ...

Or nous savons que: - lim f(x)=|,
x-0
x>0

/ /
cf(=)=1-=-<
fQ=1-5<l,
* f'est strictement décroissante sur]0; é [.
Nous pouvons donc affirmer que pour tout x appartenant a]0; é], flx)< 1
Donc nous pouvons rejeter le cas olt x €] 0; é].

Concentrons-nous a présent sur le cas ol x € ] é ;4o [
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Nous allons montrer que I'équation f (x) = n admet une unique solution OL_
I

dans] o T [.

Pour cela nous allons appliquer le COROLLAIRE DU TVI.

lci: < fest continue sur ] é; +oo [.

*"k=n"est compris entre: f(é): I-é<l

et: lim f(x)=+o».
X >4

( donc la fonction f prend la valeur n au moins une fois sur ] é; +o )

- f est strictement croissante sur ] é ; + [ car pour tout x €] é ;4o [
f’(x)>0.

Ainsi, daprés le COROLLAIRE DU TVI, nous pouvons affirmer que 'équa-
tion f(x)=n (k= n) admet une unique solution Ol  appartenant

lintervalle ] é ;4 [ doncsur I: ]0;+x[.

2. Précisons la valeur de OL:

Nous savons que pour tout x €] 0; 4+ [ f(x)=xIn(x)+ /.
Dans ces conditions: f(OL)=n, avec n=1

<=> f(A)=1

<=> O, In(A)+ /=1

<=> In(0OL,)=0, car 0(,>é et donc O, =0

<= OLI=I.
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Ainsi: la valeur de OL, est " OL, = I*.

3. Montrons que la suite (OL ) est croissante:

D'apres le cours, la suite (OL ) est strictement croissante si pour tout entier
naturel n € IN*: Ol >Ol .

Ici, pour tout n € IN*, nous avons: + f(OL )= n,

«f(oL, )=n+l
Comme n + | > n, nous avons donc:  f(QL,,)>f(OL).
De plus: - Ol E]é;+oo [,
0, E]é;+°° ¥
» f est strictement croissante sur ] é; +oo [.
Donc: O, >0l , pour tout n € IN*

Ainsi: la suite (OL ) est strictement croissante sur IN*.

4. Montrons que la suite (Ol ) n'est pas majorée:

D'apreés le cours, la suite (OL ) est majorée ssi il existe un réel M tel que
pour tout entier naturel nonnul n: OL < M. (M s'appelle * le majorant *)

Nous savons que la suite (QL,) est strictement croissante sur IN*.

De plus: limoOL = lim n+ |
nN—>40 N>+

=40, ("4 " n'est pas un réel fini)
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Ainsi: la suite (OL ) n'est pas majorée.

5. Concluons quant a la convergence de la suite (Ol ):

D'aprés le cours, nous savons que toute suite croissante et majorée est
convergente.

Ici:  la suite (OL ) est croissante sur IN* mais n'est pas majorée.

Donc, elle n'est pas convergente.

Ainsi: la suite (OL ) n'est pas convergente. (On dit qu'elle est divergente)

Partie C.

|. Montrons que si U, = I, alors la suite (U,) est constante:
D'aprés 'énoncé, pour tout n € IN: « U =f(U),
- U, €]0;+[.
D'apres le cours, une suite (U ) est constante sur INssi: Vn€IN, U =U,.
Nous allons avoir recours a une démonstration par récurrence.

Montrons par récurrence que:

" pour tout entier naturel n: U = U ,sachant que U, = f(U)".

Initialisation: U, = I, par hypothése d'aprés 'énoncé.
Et: U=f(U) <= U=IxIn(N+] <= U =1

(f(x)=xIn(x)+1)
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0]
Donc vrai au I°" rang.

Hérédité: Soit n € IN, supposons U = U,

=U

n+1°

et montrons qualors: U,

Supposons: U = U , pour un entier naturel nfixé.
()

(n = fUu,)=rUu)

== un+?. = u

n+19

car: un+?.=f(un+l) ef un+l=f(un)'

Conclusion. Pour tout entier naturel n, U ., = U = I et donc la suite (U,)
est constante.

Etdonc: VnEIN, U = 1.

2. Montrons que la suite (U ) est croissante:

D'apres le cours, la suite (U ) est croissante si pour tout entier n€ IN: U,
>U.

n

Ici, il S'agit donc de démontrer que: V n€IN, f(U)> U .

Or nous savons, grace a la question Partie A 5.b. que: g est positive sur]0;
+oo [,

Cela signifie que: V x€]0;+0 [, f(x)-x=>0 <= f(x)=>x.

Donc ici, en supposant que U €] 0, +o [:
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1
VnEN,f(U)>U, cad U > U,

Ainsi: la suite (U,) est croissante sur IN.

3. a Montrons que pour tout n€IN,0< U < I
D'aprés I'énoncé: +V n€IN, U = f(U),
- U,€]0;/[.
Or nous savons, grace a la Partie A que: < f(x)=xIn(x)+ !
e lim  f(x)=1
x-0

x>0

. lim  f(x) =+
X > 40

-fesrdécroissanfesur]o;é]
. fest croissanfesur[é;+oo [.

Ici, nous allons distinguer 2 cas: « U €]0,; é] et dans ce cas f est décrois-
sante.

. UnE[é; I [ et dans ce cas f est crois-
sante.

I cas: U €]0; é] et donc f est décroissante.
Nous allons montrer par récurrence que: "V n€IN,0< U < /"

Initialisation. 0 < U < I, par hypothése.
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2
Donc vrai aurang* 0.

Hérédité: Soit n € IN, supposons 0 < U < | (c'est le cas car U,,E]O;’E])

et montrons qualors: 0< U _ < /.

Supposons: 0< U < é < |, pour un entier naturel n fixé.
(1)

Comme f est décroissante surlo;é]etesfconﬁnuewr]o;é]:
()= 0<U <

!
e

= f(é)s flU)<lim  £(x)

x—-0
x>0

/
=> I-E$un+/</

= 0< U, </ car I-é>0.
Conclusion: Pourfoufenﬁernafureln,avecu,‘E]O;:—e],O<un<I.
26 cas: unE[é;/[efdoncfesl'croissanfe.

Initialisation: 0 < U < I, par hypothese.

Donc vrai aurang* 0 °*.

Hérédité: Soit n € IN, supposons 0 < U < | (c’esflecascarUnE['E;l[)

et montrons qualors: 0< U < /.
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Supposons: 0 < é < U < I, pour un entier naturel nfixé.
(1)

Comnefesfcroissanfesur[é;I[efesfcanﬁmesur[é;l[:

/
) = — < </
@) z u

= f(Q) < fU)<f()
/
= /-—< U <
e n+/
= 0< U, </ car I-é>0.

Conclusion: Pour tout entier naturel n, avec unt-:[é; ILO<U < 1.
Au total: Pour tout n€IN,0< U < /.

3. b. Déduisons-en que la suite (U ) converge vers un réel f:

Quand n tend vers +x, la suite (U ) est croissante et est majorée par M= |. Elle
est donc convergente.

Ainsi: la suite (U ) est convergente et converge vers un réel f.

3. c. Déterminons la limite f:
Nous savons que la limite P est solution de I'équation f(x) = x.

Doi: f(x)=x <=> xIh(x)+/=x <=> P=1 (carx>0).

Ainsi: la suite (U ) converge vers f = 1.
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