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GAUSS 

 
 

Correction 
 

 

Soit (E0) une équation 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 0, (ou aussi bien 𝑎𝑥 = −𝑏𝑦), où a et b sont des entiers relatifs non 

nuls et premiers entre eux. Rappelons une fois pour toutes que l’ensemble 𝓢𝟎 des couples solutions 

dans ℤ × ℤ de (E0) est l’ensemble1 :   

𝓢𝟎 = {(𝒌𝒃 ;  −𝒌𝒂),   𝒌 ∈ ℤ} 

 

Cet exercice a pour objectif la résolution dans ℤ × ℤ d’équations (E) du type 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑐, où a et b 

sont des entiers relatifs non nuls. Dans chaque cas, nous allons appliquer la démarche suivante : 

a. Recherche d’un couple solution particulier (𝑥0,  𝑦0) de l’équation (E) soit empiriquement, soit 

à l’aide de l’algorithme d’Euclide étendu. 

b. Un couple (𝑥, 𝑦) d’entiers relatifs est solution de l’équation (E) si et seulement si le couple 

(𝑋 = 𝑥 − 𝑥0, 𝑌 = 𝑦 − 𝑦0) est solution de l’équation 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 0, équation (E0) dite 

« homogène » associée à l’équation (E). 

c. Résolution de (E) à l’aide de l’équivalence du b. 

 

 
1 Démonstration : 

Soit (𝑥, 𝑦) un couple d’entiers relatifs solution de (E0), soit tel que 𝑎𝑥 = −𝑏𝑦 

• a est premier avec b. 

• a divise le produit −𝑏𝑦 = 𝑏 × (−𝑦) 

Le théorème de Gauss s’applique : a étant premier avec b et divisant 𝑏 × (−𝑦), a divise −𝑦. 

Il existe 𝑘 ∈ ℤ tel que −𝑦 = 𝑘𝑎 soit tel que  𝑦 = −𝑘𝑎. 

Remplaçons dans (E0)  y par son expression en fonction du paramètre k.  

L’équation (E0) s’écrit désormais 𝑎𝑥 + 𝑏 × (−𝑘𝑎) = 0 soit 𝑎 × (𝑥 − 𝑘𝑏) = 0 et nous en déduisons 𝑥 = 𝑘𝑏. Le 

couple (𝑥, 𝑦) est de la forme (𝑘𝑏, −𝑘𝑎) avec 𝑘 ∈ ℤ. Ce qui montre l’inclusion 𝒮0 ⊂ {(𝑘𝑏 ;  −𝑘𝑎),   𝑘 ∈ ℤ}. 

Réciproquement, pour tout entier relatif k : 𝑎 × (𝑘𝑏) + 𝑏 × (−𝑘𝑎) = 0, le couple (𝑘𝑏, −𝑘𝑎) est solution de (E0). 

Ce qui montre l’inclusion 𝒮0 ⊃ {(𝑘𝑏 ; −𝑘𝑎),   𝑘 ∈ ℤ}. 
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NB. Algorithme d’Euclide étendu :  

Il s’agit de l’algorithme d’Euclide usuel, mais à chaque étape l’algorithme calcule en outre une 

combinaison entière des deux nombres initiaux a et b égale au reste courant. En dernier lieu, 

l’algorithme donne une combinaison entière de a et b égale à leur PGCD (donc une identité de 

Bézout). Dans cet exercice, nous utiliserons le cas échéant une mouture Python de cet algorithme 

nommée « euclidetendu » qui est reproduite en fin de corrigé. 

 

1. Résolvons l’équation (E),  𝟐𝟒𝒙 + 𝟏𝟕𝒚 = 𝟏   : 

a. Déterminons une solution particulière de 

l’équation : 

Nous utilisons pour cela l’algorithme 

d’Euclide étendu.  

Un couple solution de (E) est le couple : 

(𝑥0 = 5, 𝑦0 = −7) 

L’existence d’une telle solution prouve que 

24 et 17 sont premiers entre eux. 

 

 

b. Faisons un lien entre l’équation (E) et son équation homogène associée :  

24𝑥 + 17𝑦 = 1 = 24 × 5 − 17 × 7  ⟺   24(𝑥 − 5) + 17(𝑦 + 7) = 0 

Un couple (𝑥, 𝑦) d’entiers relatifs est solution de l’équation (E) si et seulement si le couple 

(𝑋 = 𝑥 − 5, 𝑌 = 𝑦 + 7) est solution de l’équation 24𝑥 + 17𝑦 = 0, équation homogène (E0) associée 

à l’équation (E). 

 

c. Déduisons-en l’ensemble 𝓢 des solutions de (E) : 

Appliquons le préambule avec 𝑎 = 24  ;   𝑏 = 17  

Un couple (𝑥, 𝑦) appartient à 𝒮 si et seulement si (𝑋 = 𝑥 − 5, 𝑌 = 𝑦 + 7) appartient à l’ensemble 

𝒮0 = {(17𝑘 ;  −24𝑘),   𝑘 ∈ ℤ} 

Nous en déduisons :     

Un couple (𝑥, 𝑦) appartient à 𝒮 si et seulement s’il existe un entier relatif k tel 

que : {
𝑥 = 5 + 17𝑘

𝑦 = −7 − 24𝑘
 

NB. Une formulation équivalente :  

𝓢 = {(𝟓 + 𝟏𝟕𝒌, −𝟕 − 𝟐𝟒𝒌), 𝒌 ∈ ℤ}. 
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2. Résolvons l’équation (E),  𝟏𝟏𝒙 − 𝟑𝒚 = 𝟏   : 

a. Déterminons une solution particulière de l’équation : 

Un couple solution de (E) est le couple : (𝑥0 = −1, 𝑦0 = −4) 

Nous trouvons cette solution soit parce que nous la trouvons « évidente » (12 = 3 × 4 = 11 + 1 donc 

nous disposons de l’égalité stratégique : 11 × (−1) − 3 × (−4) = 1 soit par l’algorithme d’Euclide 

étendu exécuté avec 𝑎 = 11, 𝑏 = 3 

 

b. Faisons un lien entre l’équation (E) et son équation homogène associée :  

11𝑥 − 3𝑦 = 1 = 11 × (−1) − 3 × (−4)   ⟺   11(𝑥 + 1) − 3(𝑦 + 4) = 0 

Un couple (𝑥, 𝑦) d’entiers relatifs est solution de l’équation (E) si et seulement si le couple 

(𝑋 = 𝑥 + 1, 𝑌 = 𝑦 + 4) est solution de l’équation 11𝑥 − 3𝑦 = 0, équation homogène (E0) associée à 

l’équation (E). 

 

c. Déduisons-en l’ensemble 𝓢 des solutions de (E) : 

Appliquons le préambule avec 𝑎 = 11  ;   𝑏 = −3  

Un couple (𝑥, 𝑦) appartient à 𝒮 si et seulement si (𝑋 = 𝑥 + 1, 𝑌 = 𝑦 + 4) appartient à l’ensemble 

𝒮0 = {(3𝑘 ;  11𝑘),   𝑘 ∈ ℤ}. Nous en déduisons : 

Un couple (𝑥, 𝑦) appartient à 𝒮 si et seulement s’il existe un entier relatif k tel 

que : {
𝑥 = −1 + 3𝑘

𝑦 = −4 + 11𝑘
 

NB. Une formulation équivalente :  

𝓢 = {(−𝟏 + 𝟑𝒌, −𝟒 + 𝟏𝟏𝒌), 𝒌 ∈ ℤ}. 

 

3. Résolvons l’équation (E),  𝟓𝒙 + 𝟏𝟑𝒚 = 𝟑   : 

a. Déterminons une solution particulière de l’équation : 

Une solution particulière de (E) est le couple : (𝑥0 = −2, 𝑦0 = 1). 

En effet, 13 = 10 + 3 = 2 × 5 + 3 soit (−𝟐) × 𝟓 + 𝟏𝟑 × 𝟏 = 𝟑. 

 

b. Faisons un lien entre l’équation (E) et son équation homogène associée :  

5𝑥 + 13𝑦 = 3 = (−2) × 5 + 13  ⟺   5(𝑥 + 2) + 13(𝑦 − 1) = 0 

Un couple (𝑥, 𝑦) d’entiers relatifs est solution de l’équation (E) si et seulement si le couple 

(𝑋 = 𝑥 + 2, 𝑌 = 𝑦 − 1) est solution de l’équation 5𝑥 + 13𝑦 = 0, équation homogène (E0) associée à 

l’équation (E). 
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c. Déduisons-en l’ensemble 𝓢 des solutions de (E) : 

Appliquons le préambule avec 𝑎 = 5  ;   𝑏 = 13  

Un couple (𝑥, 𝑦) appartient à 𝒮 si et seulement si (𝑋 = 𝑥 + 2, 𝑌 = 𝑦 − 1) appartient à l’ensemble 

𝒮0 = {(13𝑘 ;  −5𝑘),   𝑘 ∈ ℤ}. Nous en déduisons :  

Un couple (𝑥, 𝑦) appartient à 𝒮 si et seulement s’il existe un entier relatif k tel 

que : {
𝑥 = −2 + 13𝑘

𝑦 = 1 − 5𝑘
 

NB. Une formulation équivalente :   

𝓢 = {(−𝟐 + 𝟏𝟑𝒌, 𝟏 − 𝟓𝒌), 𝒌 ∈ ℤ} 

 

 

4. Résolvons l’équation (E),  𝟏𝟗𝒙 − 𝟐𝒚 = 𝟓   : 

a. Déterminons une solution particulière de l’équation : 

Une solution particulière de (E) est le couple : (1, 7). 

En effet, 19 = 14 + 5 = 2 × 7 + 5 soit 𝟏𝟗 × 𝟏 − 𝟐 × 𝟕 = 𝟓. 

 

b. Faisons un lien entre l’équation (E) et son équation homogène associée :  

19𝑥 − 2𝑦 = 5 = 19 − 2 × 7  ⟺   19(𝑥 − 1) − 2(𝑦 − 7) = 0 

Un couple (𝑥, 𝑦) d’entiers relatifs est solution de l’équation (E) si et seulement si le couple 

(𝑋 = 𝑥 − 1, 𝑌 = 𝑦 − 7) est solution de l’équation 19𝑥 − 2𝑦 = 0, équation homogène (E0) associée à 

l’équation (E). 

 

c. Déduisons-en l’ensemble 𝓢 des solutions de (E) : 

Appliquons le préambule avec 𝑎 = 19  ;   𝑏 = −2  

Un couple (𝑥, 𝑦) appartient à 𝒮 si et seulement si (𝑋 = 𝑥 − 1, 𝑌 = 𝑦 − 7) appartient à l’ensemble 

𝒮0 = {(2𝑘 ;  19𝑘),   𝑘 ∈ ℤ}. 

Nous en déduisons : 

Un couple (𝑥, 𝑦) appartient à 𝒮 si et seulement s’il existe un entier relatif k tel 

que : {
𝑥 = 1 + 2𝑘

𝑦 = 7 + 19𝑘
 

NB. Une formulation équivalente :   

𝓢 = {(𝟏 + 𝟐𝒌, 𝟕 + 𝟏𝟗𝒌), 𝒌 ∈ ℤ}. 
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NB. Ecriture de l’algorithme Python « euclidetendu » utilisé dans la question 1 : 

 

 

Pour information, l’exécution de 

l’algorithme d’Euclide étendu d’abord 

avec 𝑎 = 11 et 𝑏 = 3. (Voir question 2). 

 

Ensuite, l’algorithme est exécuté avec 𝑎 =

13 et 𝑏 = 5. Il donne l’égalité : 

5 × (−5) + 13 × 2 = 1, d’où nous 

aurions pu déduire, en multipliant par 3, 

l’égalité : 5 × (−15) + 13 × 6 = 3 et la 

solution particulière (−15, 6) pour 

l’équation de la question 3. 

 

 

 

 




