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Bézout 

 
 

Correction 
 

Exercice de synthèse avec comme application pratique la recherche de points à coordonnées 

entières situés sur une droite. À recommander sans modération. 

 

1. Montrons que les entiers 𝟕𝒏 + 𝟑 et 𝟓𝒏 + 𝟐 sont premiers entre eux : 

Désignons par 𝑎(𝑛) = 7𝑛 + 3 et par 𝑏(𝑛) = 5𝑛 + 2 ces deux entiers relatifs. Cherchons à éliminer n 

entre 𝑎(𝑛) et 𝑏(𝑛). 

 

Les coefficients de n dans les expressions de 𝑎(𝑛) et de 𝑏(𝑛) sont 7 et 5. Ces deux coefficients sont 

premiers entre eux, leur PPCM est égal à leur produit. Pour éliminer n entre 𝑎(𝑛) et 𝑏(𝑛), nous allons 

multiplier 𝑎(𝑛) par 5 et 𝑏(𝑛)  par 7, puis nous ferons la différence.  

{
𝑎(𝑛) = 7𝑛 + 3
𝑏(𝑛) = 5𝑛 + 2

  ⟹ { 
5𝑎(𝑛) = 35𝑛 + 15
7𝑏(𝑛) = 35𝑛 + 14

   ⟹ 5𝑎(𝑛) − 7𝑏(𝑛) = (35𝑛 + 15) − (35𝑛 + 14) = 1 

Nous avons obtenu la relation indépendante de n :  𝟓𝒂(𝒏) − 𝟕𝒃(𝒏) = 𝟏.  Nous avons donc 

trouvé deux entiers u et v, les entiers 𝑢 = 5 et 𝑣 = −7, tels que 𝑢 × 𝑎(𝑛) + 𝑣 × 𝑏(𝑛) = 1. 

 

D’après le théorème de Bézout, les entiers 𝑎(𝑛) = 7𝑛 + 3 et 𝑏(𝑛) = 5𝑛 + 2 sont des entiers 

premiers entre eux. 

 

2.a. Justifions que 73 et 52 sont premiers entre eux : 

Etablissons un lien avec la question précédente :  

{
73 = 7 × 10 + 3 = 𝑎(10)

52 = 5 × 10 + 2 = 𝑏(10)
 . Les entiers auxquels nous avons affaire sont exactement ceux de la 

question précédente dans le cas où 𝑛 = 10. 

 

D’après le résultat de la question 1, les entiers 73 = 𝑎(10) et 52 = 𝑏(10) sont premiers entre eux. 
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2.b. Déterminons u et v tels 𝟕𝟑𝒖 + 𝟓𝟐𝒗 = 𝟏 et déduisons-en une solution de (E) : 

Nous avons vu dans la question 1 la relation indépendante de n :  5𝑎(𝑛) − 7𝑏(𝑛) = 1. 

Nous pouvons l’appliquer lorsque 𝑛 = 10 :   5 × 𝑎(10) − 7 × 𝑏(10) = 5 × 73 − 7 × 52 = 1. 

Les entiers 𝑢 = 5 et 𝑣 = −7 vérifient la relation :  73𝑢 + 52𝑣 = 1. 

Nous en déduisons en multipliant par 2 chaque membre de cette égalité :  

73 × (2𝑢) + 52 × (2𝑣) = 73 × 10 − 52 × 14 = 2 

Le couple (𝑥0 = 10, 𝑦0 = −14) est une solution particulière de l’équation (E). 

 

2.c. Déterminons l’ensemble des solutions de (E) dans ℤ × ℤ : 

Soit (𝑥, 𝑦) un couple d’entiers relatifs solution de l’équation (E). Confrontons l’équation (E) dont ce 

couple est solution avec l’égalité vérifiée par la solution particulière (𝑥0 = 10, 𝑦0 = −14) que nous 

avons trouvée : 

{
73𝑥 + 52𝑦 = 2

73 × 10 + 52 × (−14) = 2
 

Retranchons membre à membre : 73(𝑥 − 10) + 52(𝑥 + 14) = 0.  Nous en déduisons que : 

Le couple (𝑥, 𝑦) est solution de l’équation (E) si et seulement si le couple : 

(𝑋 = 𝑥 − 10, 𝑌 = 𝑦 + 14) est solution de l’équation : 73𝑋 + 52𝑌 = 0  (E0) 

 

Résolvons l’équation homogène (E0) :  

Cette équation s’écrit aussi bien : −73𝑋 = 52𝑌 ; 73 divise le premier membre, donc il divise le second. 

73 divise 52𝑌 et est premier avec 52, d’après le théorème de Gauss, il divise 𝑌.  Il existe un entier relatif 

k tel que : 𝑌 = 73𝑘 soit 𝑌 = 73𝑘.  

 

Remplaçons dans (E0) l’entier Y par son expression en fonction du paramètre k. L’équation (E0) s’écrit 

désormais : −73𝑋 = 52 × (73𝑘) = 73 × (52𝑘). Nous en déduisons : 𝑋 = −52𝑘. 

Si (𝑋, 𝑌) est un couple solution de (E0), alors il existe un entier relatif k tel que : {
𝑋 = −52𝑘
𝑌 = 73𝑘

. 

Réciproquement, pour tout entier relatif k : 73 × (−52𝑘) + 52 × (73𝑘) = −3796𝑘 + 3796𝑘 = 0, le 

couple (−52𝑘, 73𝑘) est solution de (EH). 

(𝑋, 𝑌) est un couple solution de (E0)  si et seulement s’il existe un entier relatif k tel que : {
𝑋 = −52𝑘
𝑌 = 73𝑘

. 

 

L’ensemble des solutions de (E0) est l’ensemble {(−52𝑘, 73𝑘), 𝑘 ∈ ℤ} 

 

NB. L’ensemble des solutions de (E0) pourrait aussi bien se noter {(52𝑘, −73𝑘), 𝑘 ∈ ℤ} en changeant 

le paramètre relatif k en −𝑘. Le lecteur est libre de son choix. 
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Déduisons-en les solutions de (E) : 

Un couple (𝑥, 𝑦) d’entiers relatifs est solution de (E) si et seulement s’il existe un entier relatif k tel 

que : {
𝑥 − 10 = −52𝑘
𝑦 + 14 = 73𝑘

  soit tel que {
𝑥 = 10 − 52𝑘

𝑦 = −14 + 73𝑘
  . 

L’ensemble des solutions de (E) est l’ensemble 𝒮 =  {(10 − 52𝑘, −14 + 73𝑘), 𝑘 ∈ ℤ}. 

 

3. Déterminons l’ensemble des points à coordonnées entières de (D) situés dans le 

domaine imparti : 

L’équation réduite de la droite (D), 𝑦 = −
73

52
𝑥 +

1

26
 est équivalente à l’équation : 52𝑦 = −73𝑦 + 2, 

elle-même équivalente à l’équation (E) que nous avons résolue dans la question précédente. 

Un point à coordonnées entières est situé sur la droite (D) si et seulement si ses coordonnées 

constituent un couple solution de (E), c’est-à-dire si et seulement si ce couple appartient à l’ensemble 

{(10 − 52𝑘, −14 + 73𝑘), 𝑘 ∈ ℤ}. 

 

Cherchons ceux de ces points qui appartiennent au domaine [−1000 ; 1000] × [−1000 ; 1000]. 

Une condition nécessaire et suffisante pour cela est que l’entier k défini ci-dessus vérifie les inégalités : 

{
−1000 ≤ 10 − 52𝑘 ≤ 1000

−1000 ≤ −14 + 73𝑘 ≤ 1000
 autrement dit {

−1010 ≤ −52𝑘 ≤ 990
−986 ≤ 73𝑘 ≤ 1014

. 

Résolvons dans l’ensemble ℤ ce système d’inéquations. 

{
−1010 ≤ −52𝑘 ≤ 990
−986 ≤ 73𝑘 ≤ 1014

  ⟺   {
−

505

26
≤ −𝑘 ≤

495

26
  soit 

505

26
≥ 𝑘 ≥ −

495

26
 

−
986

73
≤ 𝑘 ≤

1014

73

 

Une calculatrice nous indique les encadrements suivants :  

19,4 <
505

26
< 19,5 ; 19 <

495

26
< 19,1 ; 13,5 <

986

73
< 13,6 ; 13,8 <

1014

73
< 13,9 

Dans l’ensemble des entiers relatifs, nous en déduisons que :  

{

505

26
≥ 𝑘 ≥ −

495

26

−
986

73
≤ 𝑘 ≤

1014

73

    ⟺    {
19 ≥ 𝑘 ≥ −19
−13 ≤ 𝑘 ≤ 13

 

Il en résulte que la CNS portant sur k se résume à la condition :  −13 ≤ 𝑘 ≤ 13. 

 

L’ensemble des points à coordonnées entières situés sur la droite (D) sont les points dont les 

coordonnées appartiennent à l’ensemble : {(10 + 52𝑘, −14 − 73𝑘), 𝑘 ∈ ℤ, −13 ≤ 𝑘 ≤ 13}. 
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Complément spécial freemaths. Retrouvons ces points avec Python : 

L’algorithme « pointsD » recherche de façon exhaustive, dans le domaine imparti, tous les points 

dont les coordonnées vérifient l’équation (E) et en affiche la liste. 

Nous reconnaissons notamment dans la liste affichée le point de coordonnées (10 ; −14) que nous 

avons utilisé ci-dessus. 

L’algorithme trouve 27 points, ce qui concorde bien avec notre condition −13 ≤ 𝑘 ≤ 13. 

 

 

 

 




