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ÉNONCÉ

Partie A:

Le but de cette partie est de démontrer que l’ensemble des nombres premiers 
est infini, en raisonnant par l’absurde.

1. On suppose qu’il existe un nombre fini n de nombres premiers, notés p1, p2, . . . , pn.

On considère le nombre E, produit de tous les nombres premiers augmenté de 1: 

E = p1 x p2 x . . . x pn + l.

Démontrer que E est un entier supérieur ou égal à 2, et que E est premier  
avec chacun des nombres p1, p2, . . . , pn.

2. En utilisant le fait que E admet un diviseur premier, conclure.

Partie B:

Pour tout entier naturel k ≥ 2, on pose:  Mk = 2 k - l.

On dit que:  Mk est le k-ième nombre de Mersenne.

1. a. Reproduire et compléter le tableau suivant, qui donne quelques valeurs de Mk.
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k 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Mk 3

b. �D’après le tableau précédent, si k est un nombre premier, peut-on conjecturer  
que le nombre Mk est premier ?

2. Soient p et q deux entiers naturels non nuls.

a. Justifier l’égalité:  1 + 2 p + ( 2 p ) 2 + ( 2 p ) 3 + . . . + ( 2 p ) q - 1 = ( 2
 p ) q - 1

2 p - 1
 .

b. En déduire que 2 p q - 1 est divisible par 2 p - 1.

c. �En déduire que, si un entier k supérieur ou égal à 2 n’est pas premier, alors  
le k-ième nombre de Marsenne Mk ne l’est pas non plus.

3. a. Prouver que le nombre de Mersenne  M11 n’est pas premier.

b. Que peut-on en déduire concernant la conjecture de la question 1. b. ?
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