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CORRECTION

FONCTION AVEC LN 21

Partie A:

1.  L’aire du rectangle OPMQ est-elle constante quelle que soit la position du 
point M sur C ƒ ?

Non.

Justifions le.Justifions le.

L’aire L’aire ! du rectangle OPMQ est: du rectangle OPMQ est:

Longueur x Largeur = ƒ ( ¥ ) x ¥

=>  ! ( ¥ ) = 2 ¥ – ¥ ln  ¥
2( ) .

Comme l’aire Comme l’aire ! est fonction de ¥, est fonction de ¥, elle ne peut pas être constante car ¥ elle ne peut pas être constante car ¥ ‡ ] 0 ;14 ]. ] 0 ;14 ].

2. L’aire du rectangle OPMQ peut-elle être maximale ?

Oui.

Justifions le.Justifions le.

Nous devons calculer la valeur de " ¥ " telle que:   Nous devons calculer la valeur de " ¥ " telle que:   !™ ( ¥ ) = 0.

Ici:   Ici:     !!  ( ¥ ) = 2 ¥ – ¥ ln  ( ¥ ) = 2 ¥ – ¥ ln  ¥
2( )  

 D
!

 = ] 0 ;14 ].] 0 ;14 ].



freemaths . fr • Mathématiques ln : Études de fonctions 

2
Fr

ee
m

at
hs

 : T
ou

s 
dr

oit
s 

ré
se

rv
és

Posons:   Posons:   ! = ƒ +  + ƒ x  x ƒ,   avec:   ,   avec:   ƒ ( ¥ ) = 2 ¥,   ( ¥ ) = 2 ¥,  ƒ ( ¥ ) = – ¥  et   ( ¥ ) = – ¥  et  ƒ ( ¥ ) = ln  ( ¥ ) = ln  ¥
2( ) .

ƒ  et    et  ƒ sont dérivables sur ª comme fonctions polynômes, donc dérivables  sont dérivables sur ª comme fonctions polynômes, donc dérivables 
sur ] 0 ;14 ].sur ] 0 ;14 ].

ƒ est dérivable sur  est dérivable sur  ] 0 ; + ∞ [ comme fonction " ln ", donc dérivable sur ] 0 ;14 ].] 0 ; + ∞ [ comme fonction " ln ", donc dérivable sur ] 0 ;14 ].

Par conséquent, Par conséquent, ƒ x  x ƒ est dérivable sur ] 0 ;14 ] comme produit de 2 fonctions  est dérivable sur ] 0 ;14 ] comme produit de 2 fonctions 
dérivables sur ] 0 ;14 ].dérivables sur ] 0 ;14 ].

Enfin, Enfin, ! est dérivable sur ] 0 ;14 ] comme somme  est dérivable sur ] 0 ;14 ] comme somme ( ( ƒ +  + ƒ x  x ƒ )) de 2 fonctions  de 2 fonctions 
dérivables sur ] 0 ;14 ].dérivables sur ] 0 ;14 ].

Ainsi, nous pouvons calculer Ainsi, nous pouvons calculer !™ pour tout ¥ ¥ ‡ ] 0 ;14 ]. ] 0 ;14 ].

Pour tout ¥ Pour tout ¥ ‡ ] 0 ;14 ]:    ] 0 ;14 ]:   !™ ( ¥ ) = 2 –  1 x ln  ¥
2( )  + ¥ x 1

¥) .

=>  !™ ( ¥ ) = 1 –  ln  ¥
2( ) .

Dans ces conditions:   !™ ( ¥ ) = 0   ssi:   ¥ = 2 e.

Notons que:     ! est croissante sur ] 0 ; 2 e ]] 0 ; 2 e ]

  ! est décroissante sur [ 2 e ;14 ] [ 2 e ;14 ]

  ! est maximale quand ¥ = 2 e.

En conclusion:    En conclusion:    le point   M ( 2 e ; ƒ ( 2 e ) )   cad   M ( 2 e ;1 )   est tel que l’aire du le point   M ( 2 e ; ƒ ( 2 e ) )   cad   M ( 2 e ;1 )   est tel que l’aire du 
rectangle OPMQ est maximale.rectangle OPMQ est maximale.

Cette aire maximale est égale à:Cette aire maximale est égale à:      !maxmax = 2 x ( 2 e ) – ( 2 e ) ln   = 2 x ( 2 e ) – ( 2 e ) ln    2 e
2( ) 

=>  !max = 2 e.

1 2 3 1 2 3

1 2

3

2 3

1 2 3
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Partie B: Modélisation continue

1. a. Étudions le sens de variation de ƒ sur [ 0 ; + ∞ [:

 Calculons ƒ™:

Ici:    ƒ ( t ) = 100 – 75 ee
– ln ( 5 )

10
 t

 D ƒ = [ 0 ; + ∞ [.

Posons:   ƒ = Posons:   ƒ = ƒ +  + ƒ x  x ƒ,   avec:   ,   avec:   ƒ ( t ) = 100,    ( t ) = 100,   ƒ ( t ) = – 75   ( t ) = – 75  et  ƒ ( t ) = ee
– ln ( 5 ) t

10 .

ƒ  et    et  ƒ sont dérivables sur ª comme fonctions polyn sont dérivables sur ª comme fonctions polynôômes, donc dérivables mes, donc dérivables 
sur sur [ 0 ; + ∞ [.

ƒ est dérivable sur ª comme fonction " exponentielle ", donc dérivable sur " exponentielle ", donc dérivable sur [ 0 ; + ∞ [.

Par conséquent, h = ƒPar conséquent, h = ƒ x ƒ x ƒ est dérivable sur [ 0 ; + ∞ [ comme produit de  est dérivable sur [ 0 ; + ∞ [ comme produit de 
2 fonctions dérivables sur 2 fonctions dérivables sur [ 0 ; + ∞ [.

Donc, ƒ est dérivable sur [ 0 ; + ∞ [ comme somme ( ƒ + h ) de 2 fonctions 
dérivables sur [ 0 ; + ∞ [.

Ainsi, nous pouvons calculer ƒ™ pour tout t ‡ [ 0 ; + ∞ [.

Pour tout t ‡ [ 0 ; + ∞ [:   ƒ™ ( t ) = 75   ln ( 5 )
10( )   ee– ln ( 5 ) t

10

=>  =>  ƒ™ ( t ) = 7, 5 ln ( 5 ) eƒ™ ( t ) = 7, 5 ln ( 5 ) e
– ln ( 5 ) t

10 .

Au total:   pour tout t ‡ [ 0 ; + ∞ [, ƒ™ ( t ) = 7, 5 ln ( 5 ) eƒ™ ( t ) = 7, 5 ln ( 5 ) e
– ln ( 5 ) t

10 .

  Étudions le signe de ƒ™ sur [ 0 ; + ∞ [:Étudions le signe de ƒ™ sur [ 0 ; + ∞ [:

1 2 3 1 2 3

1 2
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Pour tout t ‡ [ 0 ; + ∞ [:   ƒ™ ( t ) > 0.

Donc pour tout t ‡ [ 0 ; + ∞ [:   ƒ est strictement croissante.

  Dressons le tableau de variation:Dressons le tableau de variation:

Nous pouvons donc dresser le tableau de variation suivant:

t 0 + ∞
ƒ™ +

ƒ
a

b

Avec:     a = ƒ ( 0 )  =>  a = 25,=>  a = 25,

 b = ƒ ( + ∞ )  =>  b = 100.=>  b = 100.

   lim   ƒ ( t ) = 100   car:   lim   ee
– ln ( 5 ) t

10  = 0 
t g + ∞  t g + ∞

1. b. Justifions que si t ≥ 10 alors ƒ ( t ) ≥ 85:

Supposons:   t ≥ 10   (1 ).

(1 )(1 )      =>  =>  ln ( 5 ) x (10 )
10

  ≥ ln ( 5 )

=>  =>  – ln ( 5 ) x (10 )
10

  ≤ – ln ( 5 )

=>  e=>  e
– ln ( 5 ) x (10 )

10   ≤ ee – ln ( 5 ) – ln ( 5 )

=>  100 – 75 ee
– ln ( 5 ) x (10 )

10  ≥ 100 – 75 x   1
5( ) 

=>  ƒ ( t ) ≥ 100 – 15

=>  ƒ ( t ) ≥ 85.

( )



freemaths . fr • Mathématiques ln : Études de fonctions 

5
Fr

ee
m

at
hs

 : T
ou

s 
dr

oit
s 

ré
se

rv
és

Au total:Au total:      si t si t ≥ 10, alors ƒ ( t ) ≥ 85.

2. a. Justifions, à l’aide du graphique que ! ( 25 ) > 80:

En unités d’aire et à l’unité près, l’aire ! (25 ) du domaine délimité par les 
droites d’équation t = 10, t = 25, y = 85 et la courbe représentative de ƒ, 
est telle que:   ! (25 ) ≈ 100.

Nous pouvons représenter cette aire ! (25 ), en jaune, sur le graphique 
suivant:

0

1100

2200

3300

4400

5500

6600

7700

8800

9900

0

110

110000

55 1100 1155 2200 2255 3300

temps (en minutes)

C f

y = 85

température (en degré Celsius)

En effet:   En effet:    un rectangle correspond à 5 x 5 unités d’aire, un rectangle correspond à 5 x 5 unités d’aire,

  dans la partie jaune, il y a 3 rectangles entiers + 2 demi‑rectangles 
+ des petits morceaux de rectangles, soit au minimum:
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3 x ( 5 x 5 ) + 2 x   5 x 5
2(         + + ´́      cad   une centaine d’unités d’aire.cad   une centaine d’unités d’aire.

Au total, l’aire demandéeAu total, l’aire demandée  ! (25 )  est telle que:est telle que:      ! (25 ) > 80. > 80.

2. b. Montrons que ! ( u ) = 15 ( u – 10 ) – 75    ee
– ln ( 5 ) t

10  dt:

!!  ( ( u ) =      ( ƒ ( t ) – 85 ) dt. ( ƒ ( t ) – 85 ) dt.

La fonction " ƒ ( t ) – 85 " est continue sur [ 0 ; + ∞ [ donc sur [10 ; La fonction " ƒ ( t ) – 85 " est continue sur [ 0 ; + ∞ [ donc sur [10 ; u ]. Elle admet  ]. Elle admet 
donc des primitives sur [10 ; donc des primitives sur [10 ; u ] et par conséquent:    ] et par conséquent:   !!  ((u ) existe.

!!  ((u ) =      ( ƒ ( t ) – 85 ) dt ( ƒ ( t ) – 85 ) dt

=  =     (100 – 75 e (100 – 75 e
– ln ( 5 ) t

10  – 85 ) dt – 85 ) dt

=  =     (15 – 75 e (15 – 75 e
– ln ( 5 ) t

10  ) dt ) dt

=  =     15 dt – 75   15 dt – 75     e e
– ln ( 5 ) t

10  dt dt

= [15 t ]= [15 t ]10 – 75   – 75     e e
– ln ( 5 ) t

10  dt dt

=>  =>  ! ! ( ( u ) = 15 ( u – 10 ) – 75 75      e e
– ln ( 5 ) t

10   dtdt.

Au total:Au total:      l'égalité est bien vérifiée.l'égalité est bien vérifiée.

2. c. La stérilisation est-elle finie au bout de 20 minutes ?

La stérilisation est finie au bout de 20 minutes   ssi:   !!  ( 20 ) > 80.

)
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!!  ( 20 ) > 80  <=>  15 ( 20 –10 ) – 75  ( 20 ) > 80  <=>  15 ( 20 –10 ) – 75     e e
– ln ( 5 ) t

10  dt > 80 dt > 80

<=>  – 75  <=>  – 75     e e
– ln ( 5 ) t

10  dt > – 70 dt > – 70

<=> <=>           ee
– ln ( 5 ) t

10  dt <  dt <  7
7, 5

.

Posons:   I =  Posons:   I =      e  e
– ln ( 5 ) t

10  dt. dt.

Ainsi:   I =   Ainsi:   I =     – 10 
ln ( 5 )

  e
– ln ( 5 ) t

10             

= = – 10 
ln ( 5 )

       1
5( )    – 15    

=>  =>  I =I =  8 
5 x ln ( 5 )

  >>  7
7, 5

.

Au total, au bout de 20 minutes, la stérilisation n’est pas finie car:Au total, au bout de 20 minutes, la stérilisation n’est pas finie car:      I >I >  7
7, 5

.
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