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FONCTION, SYNTHÈSE 35

Partie A:

1.  a. Etudions le signe de ’ sur [ 0 ; 1 ]:

Ici: • f ( x ) = ( 1 - x ) e 3 x

 • Df = [ 0 ; 1 ]

 • f ’ ( x ) = ( - 3 x + 2 ) e 3 x .

Nous allons distinguer 3 cas, pour tout x de [ 0 ; 1 ]:

• 1 er cas: f ’ ( x ) = 0.

f ’ ( x ) = 0  ssi  ( - 3 x + 2 ) e 3 x  = 0  

 <=>  - 3 x + 2 = 0 *,  cad: x = 23 .

• 2ème cas: f ’ ( x ) < 0.

f ’ ( x ) < 0  ssi  ( - 3 x + 2 ) e 3 x  < 0  

 <=>  - 3 x + 2 < 0 *,  cad: x > 23   ou  x ı  23 ; 1  .

• 3ème cas: f ’ ( x ) > 0.

f ’ ( x ) > 0  ssi  ( - 3 x + 2 ) e 3 x  > 0  

 <=>  - 3 x + 2 > 0 *,  cad: x < 23  ou  x ı  0 ; 23  .
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( *: car pour tout x ı [ 0 ; 1 ], e 3 x  > 0 )

Au total: • f est croissante sur  0 ; 23  ,

 ( car sur  0 ; 23  , f ’ ( x ) ≥ 0 )

 • f est décroissante sur  23 ; 1  .

 ( car sur  23 ; 1  , f ’ ( x ) ≤ 0 )

1.  b.  Donnons le tableau de variation de  sur [ 0 ; 1 ] , en précisant les  
valeurs utiles:

Comme nous l’avons déjà dit: • f est croissante sur  0 ; 23  ,

 • f est décroissante sur  23 ; 1  .

Nous pouvons donc dresser le tableau de variation suivant:

x 0 2
3
 

1

f ’ + 0 -

f 

a

b

c

Avec: • a = f ( 0 )  =>  a = 1,

 • b = f  23 
  =>  b = 1

3  e 2,

 • c = f ( 1 )  =>  c = 0 .
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2.  Déterminons les coordonnées du point d’inflexion:

Rappelons qu’en un point d’inflexion, la dérivée seconde s’annule  
et change de signe .

Nous savons que: f ’’ ( x ) = 3 ( 1 - 3 x ) e 3 x .

Or, pour tout x de [ 0 ; 1 ]: e 3 x  > 0.

D’où: f ’’ ( x ) = 0  ssi  3 ( 1 - 3 x ) = 0, cad: x = 1
3  .

Au total, les coordonnées du point d’inflexion sont:  13 
 ; f  13 

   cad   13 
 ; 2 e

3  
 .

Partie B:

1.  Vérifions que les points A ( 1 ; 0 ) et B ( 0 ; 1 ) sont des points communs aux 
courbes C  et C g:

• Le point A ( 1 ; 0 ) est commun aux courbes Cf et Cg ssi:

  f ( xA ) = yA  
cad

  ( 1 - xA ) e 3 xA = 0  
(  ) .

   g ( xA ) = yA      xA
2 - 2 xA + 1 = 0

Or: (  )  <=>   ( 1 - 1 ) e 3 x 1 = 0 
=>

  yA = 0  
.

 1 2 - 2 x 1 + 1 = 0 yA = 0

• Le point B ( 0 ; 1 ) est commun aux courbes Cf et Cg ssi:

  f ( xB ) = yB  
cad

  ( 1 - xB ) e 3 xB = 1  
(  ) .

   g ( xB ) = yB      xB
2 - 2 xB + 1 = 1
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Or: (  )  <=>  
 ( 1 - 0 ) e 3 x 0 = 1 

=>
  yB = 1  

.
  0 2 - 2 x 0 + 1 = 1     yB = 1

Au total: les points A et B sont communs aux courbes Cf et Cg.

2. a.  Justifions que pour tout  dans [ 0 ; 1 ] , e 3  - 1 ≥ 0:

Pour tout x ı [ 0 ; 1 ], nous avons:

0 ≤ x ≤ 1  <=>  0 ≤ 3 x ≤ 3

 <=>  e 0 ≤ e 3 x ≤ e 3

 <=>  1 ≤ e 3 x ≤ e 3

 <=>  1 - 1 ≤ e 3 x - 1 ≤ e 3 - 1

 =>  0 ≤ e 3 x - 1 ≤ e 3 - 1  ou  e 3 x - 1 ≥ 0.

Au total, pour tout x ı [ 0 ; 1 ]: e 3 x - 1 ≥ 0.

2. b.  Déduisons-en que pour tout  dans [ 0 ; 1 ] , e 3  - 1 +  ≥ 0:

Pour tout x ı [ 0 ; 1 ], nous avons:

• x ≥ 0 ( 1 )  
.

• e 3 x - 1 ≥ 0 ( 2 )

En additionnant membre à membre les inégalités ( 1 ) et ( 2 ), nous obtenons: 

( 1 ) + ( 2 )  <=>  x + e 3 x - 1 ≥ 0  =>  e 3 x - 1 + x ≥ 0.

Au total, pour tout x ı [ 0 ; 1 ]: e 3 x - 1 + x ≥ 0.



5

freemaths . fr • Mathématiques Études de fonctions 

Fr
ee

m
at

hs
 : T

ou
s 

dr
oit

s 
ré

se
rv

és

2. c. Etudions le signe de  (  ) - g (  ) pour tout  dans [ 0 ; 1 ]:

f ( x ) - g ( x ) = ( 1 - x ) ( e 3 x - 1 + x ) .

Comme  e 3 x - 1 + x ≥ 0, le signe de f ( x ) - g ( x ) dépend du signe de " 1 - x " .

Or, pour tout x ı [ 0 ; 1 ],  1 - x ≥ 0.

Dans ces conditions: pour tout x ı [ 0 ; 1 ],  f ( x ) - g ( x ) ≥ 0.

Au total, le signe de f ( x ) - g ( x ), pour tout x dans [ 0 ; 1 ] est: 

positif ou nul.

3. a. Calculons  = 
 1

0
g (  ) d :

Ici, il s’agit de calculer:  = 
 1

0
( x 2 - 2 x + 1 ) dx.

g est continue sur [ 0 ; 1 ], elle admet donc des primitives sur [ 0 ; 1 ] et par 
conséquent:  existe .

 = 
 1

0
( x 2 - 2 x + 1 ) dx

 =  x 3
3  - x 2 + x  

1

0

 =>   = 1
3  .

Au total:  = 1
3  .

3. b. Calculons l’aire S, en arrondissant au dixième:

Ici, il s’agit de calculer: S = 
 1

0
( 1 - x ) ( e 3 x - 1 + x ) dx.



6

freemaths . fr • Mathématiques Études de fonctions 

Fr
ee

m
at

hs
 : T

ou
s 

dr
oit

s 
ré

se
rv

és

Les fonctions f et g sont continues sur [ 0 ; 1 ], et donc la fonction  f - g  est 
continue sur [ 0 ; 1 ] .  f - g admet donc des primitives sur [ 0 ; 1 ] et par  
conséquent: S existe .

S = 
 1

0
[ f ( x ) - g ( x ) ] dx

 = 
 1

0
f ( x ) dx - 

 1

0
g ( x ) dx

 = e 3 - 4
9  - 

 
1
3  

 =>  S = e 3 - 7
9  cad  ≈ 1, 5 u. a. , en arrondissant au dixième .

Au total: S ≈ 1, 5  u. a.
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