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FONCTION, SYNTHESE G
CORRECTION

I. Montrons que, pour tout entier n> 0 et tout réel x€[ 1,5), f,’(x)=

e« f, (x)= LX) (4)

I-nin(x)
!

eDf=[1;5].

Posons: fnzj;’, avec: f,(x)=In(x) et fz(x)=x".

2
f, est dérivable sur [ 0; + [ comme fonction " In ", donc dérivable sur
lintervalle [ 1;5].

f, est dérivable sur IR comme fonction polyndme, donc dérivable sur
lintervalle[ /;5].

Par conséquent, f. est dérivable sur [ I;5] comme quotient (%) de deux
fonctions dérivables sur [ 1;5), avec: pour tout x €[ /;5), fzz(x) z0.
Ainsi, nous pouvons calculer f’ pour tout x €[ /;5].

Pour tout x €[ /;5]:

<)—i)x(x“)-(ln (x)) x (nx™) <

(x")*

[ (x)=

x"'-nx""In(x)

x2.n
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_x"'"(I-nin(x))

x2.n

=x"(l—nln (x))

xn
_I-nin(x)
- xn+l '
Au total, pour tout n€ IN* et x €[ 1,57 f’(x)= "IN X)
x’H-/

2. Montrons que +ous les points A_appartiennent a une méme courbe
d'équation y = - ln (x):

D'aprés 'énoncé: " on admet que la fonction f. admet un maximum sur
lintervalle( 1;,5])".

Soit A (x ;Y .), le maximum de la fonction f, sur [ /;5].
L'abscisse x, vérifie donc: f’(x)=0.

f’(xn)_—_o <=> L’l(xn)-__o

n x !
<=> I-nin(x)=0, car: sur[/;5],x"' =0

!
<=> x =e".

Dans ces conditions, les coordonnées du point A_sont respectivement:

In(x)

x:e efy f(x )-—

/
I ; !
ou: xn=e" efyn= =
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/
==xIn(x).
e

. /
D'ou, nous avons: yn=;x In (x,), pour tout x €[ /,5).

Au total, pour tout n € IN* et x € [ 1,5), tous les points A appartiennent a

A pa . I
une meme courbe d'équation. Yy =—In(x ).
e

In(x) _In(5).
x" x"

3. a Montrons que, pour tout nEIN* et x€[/;5]),0<

Pour tout n € IN* et x €[/;5], nous avons:
l<x <5
<=> In(l)<In(x)<In(5)
<=> 0<In(x)<In(5)

I In (5
<=> Bs n(x)s n( ), avec: pourtout x€[/,5]),x">0

X" X" X"
In (x) In (5)
<=> <
x" x"
I In (5
Au total, pour tout n€E IN* et x €[ 1;5]) 0 < n(x) n(5)
X" x"

3. b. Montrons I'égalité demandée pour tout entier n> I
/, est continue sur [ /1, 5], elle admet donc des primitives sur [ /,5] et
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5
par conséquent: — dx existe.
;X"
=[x
— _l x/-n ]5
l-n !

=—I<5I'"-l)
l-n
=_I(/-5/-n)
n-1
(152
_/ 5nl

5 / /
Au total, pour tout entier n> | et x €[ 1;5]: —dx= ,(1-5 /).
) X" - "

3. c. Déterminons Ia valeur limite de I'aire demandée quand n tend vers +:

L'aire, exprimée en unités d'aire, sous la courbe 6n cad l'aire du domaine du
plan délimité par les droites d'équations x=1, x=5, y=0 et la courbe

5
ﬁn correspond a: f f, (x) dx.
!

ff(x)dx f' N0

In(x) - In (5)_
xn = xn
In (x)

Posons pour tout x E[ 1;5]). o f (x)=——,
xn

et dapres la question3.b.: 0 <
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*g,(x)=0,
In (5)-

xn

9, (x)=

Notons que: -« les fonctions f,, g, et g, sont continues sur [ /;5];
* elles admettent donc des primitives sur [ 1;5], et par conséquent:

flsfn (x) dx, fISQ,(x)dx et flsgz (x) dx existent;

* de plus, les fonctions f;, g, et g, sont positives sur [ /;5],

* enfin, les bornes d'intégration sont dans 'ordre croissant.

Les conditions étant réunies, nous pouvons écrire:

0 < In (x) < In (5)
X" x"

<= g,(x)<f (x)<g, (x)

- fsg (x)dx<f5f (x)dxsfsg (x) dx
! : / " / z
5 / / : |
<=> Osffn(x)dxsln(5) —(I-—)],d’apresqueshon&b.
/ n-1 5n-!

In(5)_ In (5) .
n-1 (n-1)(5"")

5
> Osffn(x)dxs
/

Or quand ntend vers +~: ¢ lim 0=0 (terme de gauche)
h— 4

e lim (m(5)- In (3) ):0 (terme de droite).
n-1 (n-1)(5"")
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Dou, d'aprés le théoréme des gendarmes, nous pouvons affirmer que:

5
lim f £ (x) dx=0.

n—>4c0v/

Au total, la valeur limite de l'aire demandée quand n tend vers +x est:

5
lim ffn(x)dx=0.
n—>4cx Y/
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