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Olympiades de mathématiques 2020

Deuxiéme partie de 10 heures 10 a 12 heures 10

Partie académique

Les candidats ayant suivi la spécialité mathématiques résoudront deux exercices, les
numeéros 1 et 4.

Les candidats n’ayant pas suivi la spécialité mathématiques résoudront trois exercices, les
numéros 1, 2 et 3.

Exercice 1 (pour tous les candidats)

Des sommes qui décrivent tous les entiers

On examine ici les ensembles A et B vérifiant les trois conditions suivantes :

- leurs éléments sont des entiers naturels,

- tout entier naturel compris entre 0 et 2020 peut s’écrire comme somme d’un élément de A et d'un
élément de B,

- les ensembles A et B ont le méme nombre d’éléments.

1.

@

Go

Démontrer que si A et B sont deux ensembles vérifiant les trois conditions imposées, alors il
existe un entier a qui est a la fois dans A et dans B.

On forme deux ensembles A et B de la maniére suivante : I'ensemble A est formé de tous les
entiers pairs entre 0 et 2020 et de 'entier a et I'ensemble B est formé de tous les entiers

impairs entre 0 et 2020 et de I'entier a. Est-ce qu'ils vérifient les trois conditions imposées ?

Proposer deux ensembles A et B vérifiant les trois conditions imposées et ayant chacun 1010
éléments. On pourra s’aider des deux ensembles A et B de la question précédente en les
modifiant.

On note n le nombre minimal d’éléments que doivent avoir les ensembles A et B pour vérifier
les trois conditions imposées. Démontrer que n = 45.

Proposer deux ensembles A et B vérifiant les conditions imposées et ayant chacun
effectivement 45 éléments.
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Exercice 2
(pour les candidats n’ayant pas suivi la spécialité mathématiques)

Des jetons et des moyennes
On dispose de 101 jetons numérotés de 1 a 101. On les sépare en deux paquets P1 et P2.
On calcule la moyenne des numéros des jetons du paquet P1, ainsi que celle des jetons du paquet P2.

Le jeton portant le numéro 40 est dans le paquet P1. On le prend et on le place dans le paquet P2. On
constate qu’alors la moyenne des numéros des jetons du paquet P1 augmente de 0,25 et que celle
des numéros du paquet P2 aussi.

1. Onnote T la somme de tous les entiers de 1 a 101.
En écrivant
T=1+2+...+100+101
T=101+100+...+2+1,
donner la valeur de T.

2. Onnote N le nombre de jetons initialement présents dans le paquet A et S la somme de leurs
numéros.

a. Etablir I'équation M _So 0,25.
N-1 N

s . 5191- 515
b. Etablirl equat10n£ 3= 0,25.
102-N  101-N

3. En déduire une équation tres simple vérifiée par N, puis la valeur de N et celle de S.

4. Proposer une répartition possible des 101 jetons entre les paquets P1 et P1 qui
corresponde a cette situation.

Exercice 3
(pour les candidats n’ayant pas suivi la spécialité mathématiques)

Une ligne de tramway et des contraintes

Dans une ville imaginaire, on désire mettre en place une nouvelle ligne de tramway comportant au moins
6 stations, en comptant celle du départ et de I'arrivée, avec les contraintes suivantes : la longueur de 3
sections consécutives est toujours inférieure ou égale a 16 km et la longueur de 5 sections consécutives
est toujours supérieure ou égale a 27 km. Une section est I'intervalle entre deux stations.

1. Démontrer qu’une telle ligne de tramway ne peut pas comporter 8 stations ou plus. On pourra
schématiser la ligne de tramway par une ligne droite ou les stations sont, en partant de celle de
départ: A, B, C, D, etc.

2. Proposer un exemple de telle ligne de tramway avec 7 stations.

3. Une ligne avec 6 stations est-elle possible ?



Exercice 4

(pour les candidats ayant suivi la spécialité mathématiques)
Les nombres de Markov

On s’intéresse aux entiers naturels non nuls solutions de I’équation notée (E) suivante :
x2+y%2+22=3xyz

On note S I'ensemble des solutions de (E). Une solution normalisée (x, y, z) de (E) est un triplet

ordonné c’est a dire tels que x < y < z vérifiant I'équation précédente (E).

Partie A : recherche de quelques solutions

On ne s’intéresse dans cette partie qu’aux solutions normalisées.

1.  Trouver la ou les solutions de (E) telles que x, y et z sont égaux.

2. Considérons une solution de (E), de la forme (x, x, x + 1).
Montrer que x est alors solution de 3x3 —2x — 1 = 0.

En déduire I'unique solution (x, x, x + 1) de (E).

3.  Dans cette question nous allons chercher toutes les solutions pour lesquelles deux des trois

nombres sont égaux.
a. Premiercas (x,z,z)avecx < z:
i.  Montrer que (E) est équivalenta (3x — 2)z? = x2.
ii. Endéduire que (E) n’admet pas de solution de la forme (x, z, z) avec x < z.

b. Deuxiéme cas (x,x,z) avec x < z:
. . . N z 2
i. Montrer que (E) est équivalenta3z =2+ (;) .
ii.  Endéduire que z est un multiple de x.

Posons z = kx aveck € N.

iii. Endéduire que k(3x — k) = 2 et déterminer la ou les solution(s) normalisée(s)
(x,x,z) de (E).

C. Conclure.

Partie B : construction d’un arbre

1.  Considérons (x,y, z) une solution de (E) pas nécessairement normalisée. Montrer que les trois
entiers x, y et 3xy — z forment une solution de (E).
On définit alors I'application T suivante :
T: S - S
(x,y,z) » (xy3xy—2)



Montrer que pour tout (x,y,z) de S,on a T(T(x, v, Z)) = (x,y,2).

On considére une solution (x,y, z) de (E).
A partir des nombres x, v, z et en appliquant une seule fois T, combien de solutions normalisées de

(E) peut-on construire ?

Compléter I'arbre suivant, en sachant que les branches sont construites a partir de T et que deux

branches ayant méme racine ont la deuxiéme coordonnée commune.

@ (1,5,13) @
/
(5,13,...) @
\
O
(1,1,1) — (1,1,2) — (1,2,5)
O |
/
(5,29,...) @
\

® ) @

\ (29,169,...)

2,29, 169) @

/

(2,169, ...)



Partie C : suite de Fibonacci

On considere la fonction définie sur N par f(0) = f(1) =letf(n+2) =f(n+ 1) + f(n).

1.

2.

Calculer f(n) pour toutn € {0,1,...,8}.

On ne s’intéresse qu’a la branche qui monte, c’est a dire les termes obtenus a partir de (1,1,1) a
'aide de T dont le plus petit nombre est toujours 1.
Onposety, = (1,1,1),t; = (1,1,2), t, = (1,2,5), t3 = (1,5,13), d’'une fagon plus générale on

admettra que sion pose t, = (1,x,y)avecx <y alors t,.1 = (1,y,3y — x).
Montrer que si t,, = (1,f(2n),f(2n + 2)) alors t,.1 = (1,f(2n +2),f@2n+ 4)) .

En déduire qu'il existe une infinité de solutions a I’équation (E).
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CORRECTION OLYMPIADES

EXERCICES ACADEMIQUES

STRASBOURG 2020

Exercice 1 : Des sommes qui décrivent tous les entiers

1. L’entier 0 doit étre somme d’un élément de A et d’un élément de B et ces éléments, puisque ce sont des
entiers naturels, sont nécessairement égaux a 0. « L’entier a » dont il est question dans 1’énoncé est
I’entier zéro. Il existe bien un entier, ’entier a =0, qui figure dans les deux ensembles.

2. L’ensemble A est I’ensemble {0, 2,4,6, ..., 2018, 2020}. Il contient les 1011 entiers naturels pairs
inférieurs ou égaux a 2020. L’ensemble B est I’ensemble {0, 1, 3,5, ...,2017, 2019}. Il contient les 1010

entiers impairs inférieurs ou égaux a 2020, ainsi que I’entier @ =0 que nous avons identifi¢ dans la premicre

question, en tout 1011 entiers lui aussi.

Tout entier de {0, 1, ...., 2019, 2020}, qu’il soit pair ou impair, est somme de lui-méme et de zéro. Il s’écrit

comme somme d’un élément de A et d’un élément de B, quelle que soit sa parité.

Toutes les conditions requises sont vérifiées pour ces deux ensembles.

3. Il s’agit d’éliminer un élément dans chaque ensemble. Voici par exemple un procédé :
Eliminons 2020 de A et 2019 de B. Transférons de plus 2 de A dans B et 3 de B dans A. Nous obtenons deux
ensembles de 1010 ¢léments : d’une part A= {0, 3, 4,6, ..., 2016, 2018} et d’autre part

B= {O, 1, 2,5, ..., 2015, 2017}. Tous les entiers de {0, 1, ...., 2019, 2020} s’écrivent comme somme d’un

¢élément de A et d’un élément de B (eux-mémes plus zéro), sauf peut-étre les deux entiers éliminés. Mais
2019=2015+4 et 2020=2017 + 3 s’écrivent eux aussi comme sommes d’un élément de A et d’un élément

de B.

Toutes les conditions requises sont vérifiées pour ces deux ensembles.
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4. Avec deux ensembles contenant chacun au plus 44 éléments, nous pouvons constituer au plus 44 x 44 =1936
combinaisons différentes d’un élément de A et d’un élément de B. Nous pouvons donc obtenir au plus 1936

sommes différentes. Ce n’est pas suffisant pour décrire les 2021 entiers de {0, 1, ...., 2019, 2020}.

Il faut au moins 45 ¢éléments dans chaque ensemble pour décrire ces 2021 entiers.

5. Remarquons que la division euclidienne de 2020 par 45 s’écrit ainsi : 2020 =44x45+40. Le quotient de

cette division euclidienne est 44.

Pour tout entier x appartenant a {O, 1, ...., 2019, 2020} , il existe deux entiers ¢g et r tels que : x=45¢g +r avec
0<r <45 car r est le reste de la division euclidienne de x par 45 et avec aussi 0< g <44 car le quotient de la

division de x par 45 est inférieur ou égal au quotient, 44 précisément, de la division de 2020 par 45.

Nous considérerons d’une part ’ensemble : A4 = {0, 45, 90,135,..., 1980 =44 x 45} des 45 premiers multiples de
45 et d’autre part I’ensemble B = {0, 1,2, .., 44} des 45 restes r possibles dans une division euclidienne par
45. L’écriture d’une telle division euclidienne x =45¢g + r montre que tout entier de {0, 1, ..., 2019, 2020} est

somme d’un élément de 4 (le nombre 45¢q) et d’'un élément de B (le reste ). En prime, nous pourrions aussi

décomposer en sommes d’un ¢lément de A et d’un élément de B les entiers 2021, 2022, 2023 et 2024.
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Exercice 4 : Les nombres de Markov

Partie A

1. Un triplet (x, X, x) ou x est un entier naturel non nul est solution de 1I’équation (£) si et seulement si x est
un entier strictement positif solution de I’équation: 3x® =3x’ clest-d-dire aussi bien de I’équation :

3x%(x—1)=0. Cette équation a une seule solution strictement positive.

L’unique triplet de cette forme solution de I’équation (£) est le triplet (1, L 1).

2. Un triplet (x, X, X+ 1) est solution de 1’équation (F£) si et seulement si x est un entier strictement positif
solution de I’équation : 2x? +(x +1)> =3x?(x +1) c'est-a-dire aussi bien, en développant puis réduisant, de

1’équation suggérée par 1’énoncé : 3x> —2x-1=0.

Le polynome défini par P(x) =3x’ —2x—1 admet une racine évidente, qui est le nombre 1. Le triplet (1, 1, 2)

est donc solution évidente de I’équation (£). Nous sommes amenés a rechercher s’il existe d’autres entiers

strictement positifs # qui sont racines de P. Si c’était le cas, le polyndome P serait factorisable par (x - n) sous

la forme suivante : 3x° —2x—1=(x— n)(a x> +bx+ c). En particulier, en comparant les coefficients constants
des deux membres, nous obtiendrions : —1=—cn ce qui ferait de » un diviseur de 1. Or, I’entier 1 est le seul

entier strictement positif possédant cette propriété. Le triplet (1, 1, 2) est le seul triplet solution.

NB. Nous aurions aussi pu factoriser P par [ |

1z s \ i 5 iy
(x—1) en déléguant cette factorisation a une | ©Factorisation du polynome 3:x=2-x-1;
. .. factor(i' o2 .1'*1,.1'] (.1'*1)- (3- 243 .1'+1)
calculatrice ou un logiciel de calcul formel,
©Définition d'une fonction utile :

comme indiqué ci-contre. Le polynome

Define e(\'y,z)zj- Ty z—,\'z—yz—z2 dierime
complétant cette factorisation est le polynome ©Fxpression de cette fonetion pour 1n wiplet {x, 7, 2)
O(x)=3x" +3x+1 , polynéme qui prend [e=2) 243 x 22222
. . .- ©Expression de cette fonction pour un triplet (x, x, z):
toujours des valeurs strictement positivespour P P plek b 8
e(,\',,r,z] L2 (3. z,g),zz

tout entier naturel. Il n’y pas d’autre entier
I

naturel vérifiant I’équation 3x° —2x —1=0que

le nombre 1.
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3. Un triplet (x, V, z) est solution de 1’équation (£) si et seulement si la fonction de trois variables e définie

2

par e(x, Vv, z)=3xyz—x2 — y? — z? vérifie la relation : e(x, v, z)=3xyz—x2 -y* -z =0.

Nous avons défini cette fonction e sur la calculatrice (voir sur la copie d’écran de la page précédente) pour

déléguer quelques calculs.

3.a. Premier cas : triplets (x, z, z) avec x<z.
3.a.i. La calculatrice nous indique que : e(x, z, z)=—x* +3xz%> =227,
Une factorisation partielle apparait : e(x, z, z)=—x* + (3x —2)z%. Le triplet (x, z, z) est solution de (E) si et

seulement e(x, z, z)=0 c'est-a-dire si et seulement si : x> =(3x—2)z>.

3.a.i. Si x et z sont deux entiers naturels non nuls vérifiant x> = (3x —2)z>, alors le nombre entier z* est un

diviseur du nombre x”. En tant que diviseur de x?*, le nombre z> devrait étre nécessairement inférieur ou égal

a x?. Il n’existe donc pas de triplet (x, z, z) avec x <z qui soit susceptible de convenir.

3.b. Deuxiéme cas : triplets (x, X, z) avec x<z.
3.b.i. La calculatrice nous indique que : e(x, X, z)= x? (32 - 2)—22 . Le triplet (x, z, z) est solution de (E) si et

seulement si e(x, X, z)zO c'est-a-dire si et seulement si : x2(3z —2)222. (Par rapport au premier cas, les

roles de x et de z ont été intervertis).

. . . . o . 22 (zY
Le nombre entier x étant non nul, cette équation est équivalente d : 3z -2=—=|—| .
X X

2
. . . ;o z
3.b.ii. Si x et z sont deux entiers naturels non nuls vérifiant 3z -2 = [—j alors, vu que 3z —2 est un nombre
X

. z 7 . , N g , . .
entier, — a pour carre un nombre entier. Nous sommes amenés a utiliser le résultat suivant pour pouvoilr
X

affirmer que x divise z : « Soit » un nombre rationnel dont le carré est un nombre entier N. Alors, r est lui-

méme un nombre entier ». On peut dans le présent contexte utiliser ce résultat sans avoir a le justifier.

Une justification de ce résultat est la suivante :

Soit £ la fraction irréductible (p et g premiers entre eux, ¢ > 1) représentant le rationnel 7. Si > = N, alors :
q

p? =N.g*. L’entier ¢ est un diviseur de p*. Etant donné que p et ¢ sont premiers entre eux, le seul diviseur

possible est le diviseur 1. Nécessairement, g =1. Ainsi: 7 = p et r est un entier.
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3.b.iii. En posant z =k x, avec k entier strictement positif, et méme k >2 puisque nous supposons dans cette

2
question que x < z, larelation 3z -2= [Ej devient : 3kx—2=4k", ou aussi bien : k(3x —k)=2.
x

Les deux entiers k et 3x — k sont deux diviseurs complémentaires de 2.

Compte tenu de la condition k£ >2, nous obtenons une seule possibilité : {3 51 ce qui nous conduit au
X — =

seul triplet solution (1, 1, 2), triplet que nous avions déja obtenu dans la question 2.

3.c. Par disjonction des cas, nous venons de démontrer qu’il n’existe qu’un seul triplet (x, V, z) solution dans
lequel deux des entiers x, y, z sont égaux, c’est le triplet (1, 1 2). Il n’existe aussi qu’un seul triplet dans lequel

les trois entiers sont égaux. Désormais, dans toute la suite de la résolution, nous allons chercher les triplets

solutions ou x, y, z sont trois entiers distincts.
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Partie B : Construction d’un arbre

1. Justifions d’abord que, si (x, Vv, z) est un triplet solution de (F), le triplet (x, y,3xy-— z) est constitué¢ de

trois entiers strictement positifs, ce qui est une condition sine qua non. Il nous faut concrétement justifier que

I’entier 3x y —z est strictement positif.
Or, si (x, V, z) est un triplet solution de (E), les entiers x, y, z vérifient: 3xyz=x>+y* +z7> >z,

Nous obtenons I’inégalité 3xyz—z* >0 puis 1’inégalité z(3x y— z)> 0 et enfin, puisque z est strictement

positif, I’inégalité 3x y—z>0. Le triplet (x, v, 3xy— z) est bien constitué de trois entiers strictement positifs.

Ceci vérifié, et en réutilisant les mémes o
. . {3 v32 v« 1) 3. 243
notations que dans la partie A : facor3-7-2-1-1.] (1) (3243 ) |

. . ©Définition d'une fonetion utile :
Une calculatrice atteste que, quels que soient les »
. . . Define E(.I'J,Z)::ﬁ'.l" ¥ Z*.\':‘)*yzfz2 Tamii
entiers strictement posmfs X,y z:

©Expression de cette fonction pour un triplet (x, z z):

e(x, y,3xy—z)=elx, y, z). eliz2) 2,2

Un triplet (x’ v, Z) est solution de (E) sl et ©Expression de cette fonction pour un triplet (x, % z):

. e(,r,,\',z) 2 (3 2-2)-22
seulement si e(x, v, Z) =0, donc et seulement 2]
elry,3- v y—z) e - z—yz 2

si_e(x, y,3xy—z)=0 donc et seulement si I o

(x, y, 3xy—z) est solution de (E). |

2. Notons (x', y', z'):(x, V, 3xy—z)=T(x, ¥, z) . L’image par T de ce triplet est le triplet:
T (x', y', z')=(x', y', 3x'y'—z'):(x, Vv, 3xy—(3xy—z))=(x, v, z)
Par conséquent : T (T (x, ¥, z)):(x, ¥, z) quel que soit le triplet d’entiers (x, ¥, z). L’application T est sa

propre application réciproque (une application qui a cette propriété est dite « involutive »).

3. Cette question est assez ambigué. Nous aurions tendance a dire que, a partir de trois nombres x,y, z et en
les permutant circulairement, nous obtiendrons les images par 7 des triplets (x, ¥, z) ; (y, z, x) ; (z, X, y).
Nous pouvons espérer obtenir trois triplets solutions, qu’il convient ensuite de normaliser. Ce sont les triplets

T(X, Vs Z)=(X, Vs 3xy—z) ; T(y, z, x)z(y, z, 3yz—x) et T(z, X, y):(z, X, 3zx—y)

4. Si on applique deux fois I’application 7, I’image par 7 o7 du triplet (x, ¥, z) est (x, v, Z) lui-méme, ce qui
est peu lucratif, mais en revanche celles de (y, z, x) et de (Z, X, y) seront certainement deux nouveaux

triplets, puisque les deux premiéres composantes ont changé. C’est ce que nous allons faire : calculer les

images par 7 de ces deux triplets ou I’on a permuté circulairement les composantes puis itérer ce processus.
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Nous pouvons automatiser le calcul,

ce que réalise  1’algorithme

applic the. Les images du triplet

(1, 1, 1) ne nous apprennent rien,

mais si on itére le procédé, nous
parvenons a la deuxiéme itération a

un résultat plus intéressant: le

triplet solution (1, 2, 5) puis une

troisiéme itération ameéne deux

nouveaux triplets solutions dans

notre escarcelle.

Define I(_r,y,z]:} Y2

applicjke({ 1,1,1 })

apphk:_ihe({ 1,1,2 })

applicjke({ 1,2,5 })

:

Terminé applic_the" enregistr. effectué

Define app]ic_tlle[l)=

Prgm

©Le triplet est saisi sous forme de liste 1
lique T a ses éléments permutés

©0n a
(DL

)

{11,2}
{112}

Termine ©Les listes obtenues sont rangées par tri
croissant
SortA a
{1=3,5} SortA b
{ 1,2,5} ©Puis sont affichées
= Disp a
Terminé Disp b
EndPrgm
{25,29}

{1,513}

=

Quatre de plus ...

Nous voici outillés pour compléter
I’arbre.
NB.  L’environnement  TI-nSpire
exploité ici a ’avantage de pouvoir
présenter simultanément

[’algorithme et ses applications.

applie_the(§2,5,29})

applic_the(§1,5,13})

appiic_the({ 5,209,433 })

appiic_the({ 2,209,169 })

—_——

"applic_the" enregistr. effectué

Define app].il:_tlw(f)=
Pram
©Le friplet est saisi sous forme de liste 1

{520,433}

{229,169} S ;
©0n applique T a ses €léments permutés

me WELRLELELED =

@Les listes obtenues sont rangees par i

{ 513, 194} croissant
o SortA a
{11334} plecias
Terminé ©Puis sont affichees
Disp a
Disp b
EndPram

{20,432,37666 }
{5,433 6466 }

Termine

{20,160,14701} M
{2,169 085 }

Fin des calculs. Il ne reste plus qu’a
pendre ces résultats a leur place sur

les branches de 1’arbre.

Nous pouvons conjecturer qu’en
continuant ce procédé, nous allons
obtenir une infinité de solutions. La

partie C va nous le démontrer.

appiic_the(} 2,29,169})

appiic_the(} 5,123,194 })

applie_the(§1,13,24})

=N"applic_the" enregistr, effectué

{ 29,433,37666 } Define app]ic_the(f]=

{5,433,6466 } Prgm

@Le friplet est saisi sous forme de liste 1

©0n applique T a ses €léments permutes

EjFJJF}!{;FHSHIPi —a
qalia]ddzldald2]) ) -

©Les listes obtenues sont rangees par i

Termine

{20,165,14701}

{2 165 985} croissant
A SorthA a
Terming | [|SortA D
©Puls sont affichees
Disp a
Disp &
{13,104,7561 } Pt
{5,194,2807 }
Terming
{13,241325}
{1,3489}
Terming :Q;
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L’ergonomie de TI-nSpire, notamment dans la manipulation de matrices, c'est-a-dire de tableaux de nombres

organises en lignes et colonnes, est suffisamment opérationnelle pour nous permettre un luxe complémentaire :

L’algorithme branche calculera sous une forme matricielle les triplets solutions obtenus au cours des premiéres

1
duplications. Nous partirons de la matrice a une seule colonne m=|2|, puis nous doublerons a chaque
5

exécution de I’algorithme le nombre de colonnes de la matrice sur laquelle on opére (matrice stockée dans la

X
variable u dans le programme) . Chaque colonne | y | de la nouvelle matrice représentera un nouveau triplet

z

solution.

La  notation m [i . J ] SN | —

1] Zl'branche" enregistr. effectué
I’élément de la matrice m placé sur |7 HJ lslggfriie branche(rn)=
s
. y . Local i,s,¢
sa ligne numéro i et dans sa colonne 2 1] MlsewMats.cotpim(em) s
, . 5 5 new Mat{S,colDim[m}] —t
numero]‘ 9 13 Fori, l,colDim(m}
. r r \ 2 m| 2, | —s| 1,
Les lignes sont numérotées de 1 a 3 Termne Wll3i) o2,
. . branche(u) 3 m(2i] m{3]-m[ 1] 5[ 2.4]
et les colonnes de 1 a colDim(m), | Li |~ L7
5 5 201 | 3,0 | = 20
: S 29 13 29 13 i il i = il 2
cette notation désignant le nombre de s i | RSN E R R RS
33 194 169 34 EndFor
1 d ot Define u=augment(_s,f)
colonnes de m. e B bisp u
. . . . b ] EndPrgm
Nous obtenons ici 2, puis 4, puis 8 || e
29 13 29 13 5 5 2 1
triplets solutions, donc tous les 433 194 169 34 433 194 169 34
37666 7561 14701 1325 6466 2897 985 B89
résultats utiles pour compléter 1’arbre [—

de I’énoncé.
—

brancfre(u]
433 194 169 34 423 194 169 4 29 18 29
37666 7561 14701 1325 6466 2897 985 89 37666 7561 1470y
48928105 4400489 7453378 135137 8399329 1686049 499393 9077 3276500 294685 1278E

Voici en prime les 16 triplets figurant Fermine

433 194 169 34 29 13 29 13 5 5 2 1
1 6466 2897 985 89 37666 7561 14701 1325 6466 2897 985 89
7 83993[29 1686049 495393 9077 3276509 294685 1278818 51641 96557 43261 5741 233

au bout des branches qui prolongent
celles de ’arbre a compléter (non

demandés dans 1’énoncé).
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(rd (4, 34, 89

(1.9, B

e

(13.......) [43, 34,4325)

1163, ~'fﬁ"{€) ?—5'{9
{5,1354' &34
\J (s,494,2897)

CL Y Y e TE 8 B i (05 @

Lo (é_‘ 9 1-}3,3} 3 ?{{6’;
s /) @ 433
\‘1 (5,433,644 )

(29,169, 344 FO1)

34

(2,29, 169} Q 1¢9

4

(2,169, ) 93’5’)

Voici I’arbre diment complété
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Partie C :

e e—

@ A num 5 fibon c D E F 1
= =seq(n,n,0,8)
1 0 1
2 1 1
3 2 2
1. Calcul des premiers termes de la suite de | ° 3 3
5 4 5
Fibonacci a partir de f (O) =f (1) =1 B 5 8
7 6 13
8 7 21
9 8 34
10 U
< — 5
B9| =b7+b8

2. Aucune question n’étant explicitement posée, essayons de comprendre quel pourrait étre le mécanisme
appliqué ici (?):

On consideére un triplet de la forme (1, X, y) avec x<y. On commence par permuter circulairement ses
¢éléments : (1, X, y)%(y, 1, x) puis on fait opérer I’application 7 étudiée dans la question B.2 :

(y, 1, x)—T—>(y, 1,3y— x). Enfin, on normalise. Si on suppose que x< y, (3y - x)Z 2y>y.

Le nouveau triplet normalisé solution obtenu est (1, v, 3y— x) , ce qui correspond a la formule « admise ».

3. Préparons-nous a démontrer par récurrence la propriété : ¢, = (1, f (2 n), f (2n + 2))

La question strictement posée ici consiste a établir [ ’hérédité de cette propriété.

Supposons que pour un certain rang 7 : (1 f (2 n) (2n + 2))
Alors, au rang suivant : ¢,,, = (1, f(2n+ 2), 37(2n+2)- f(2n)).

Compte tenu des relations de récurrence en vigueur :

f(2n+4)=f(2n+3)+ f(2n+2)

f@n+4)=(f2n+2)+ f2n+1)+ f(2n+2)=2f2n+2)+ f(2n+1)

Mais d’autre part : f(2n+1)= f(2n+2)— f(2n)

Donc f(2n+4)=2f2n+2)+(f(2n+2)- f(2n))=3 f(2n+2)- f(2n).

Iy a égalité entre f(2n+4) et 3/(2n+2)— f(2n). Nous pouvons écrire ,,, = (1, f(2n+2), f(2n+4)), ce
qui montre que si la relation ¢, =(I, f(2n), f(2n+2)) est vérifice, alors la relation

t,a =1, f(2n+2), £(2n+4)) ’est aussi. L’hérédité est assurée.
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4. 1l reste a achever la démonstration par récurrence amorcée dans la question 3, ou I’on a vu que 1’hypothése

d’hérédité est assurée.
Initialisation : On note dans I’énoncé que: 7, =(1,1,2)=(1, £(0), 7(2)) ; #,=(1,2,5)=(, £(2), f(4)) ;
ty=(1,5,13)=(1, f(4), 7(6)). La relation ¢, =(I, f(2n), f(2n+2)) est vérifiée pour n=0;1;2 (elle est
initialisée au rang zéro, et les rangs 1 et 2 sont accessoires).

La démonstration par récurrence est achevée.

Pour tout entier naturel z: ¢, =(1, f(2n), £(2n+2)).

Tout triplet de la forme ¢, =(1, f(2n), f(2n+2)) étant solution, et la suite de Fibonacci étant définie et

strictement croissante sur N, nous sommes en mesure de construire avec le procédé décrit dans la partie B, et
seulement avec la « branche qui monte », sans méme présumer des autres branches, une infinité de triplets
normalisés (distincts) solutions de 1’équation (E). Remarquons qu’un triplet solution ainsi construit contient

deux termes de rang pair consécutifs de la suite de Fibonacci.

NB. Cette suite de Fibonacci commence ainsi, les termes de rang pair sont en gras, nous les retrouvons dans la

« branche du haut » de I’arbre : 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, ...
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Un point de vue python

L’utilisation des matrices avec le logiciel Python est beaucoup plus laborieuse qu’avec TI-nSpire.

Voici cependant une proposition, permettant de dupliquer un triplet solution comme nous 1’avons fait dans la
partie B de I’exercice. 1l est certainement possible, en important par exemple le module « numpy », d’écrire un

algorithme plus performant ...

Le triplet solution m a dupliquer est saisi composante par composante (qui sont numérotées de 0 a 2, alors que
TI-nSpire numérote de 1 a 3). L’algorithme construit deux triplets solutions enfants, le triplet s dont les deux
premicres composantes sont les composantes numéros 0 et 2 du triplet générateur et le le triplet 7 dont les deux

premicres composantes sont les composantes numéros 1 et 2 du triplet générateur.

File Edit Format Run Options Window Help EESTLRT: C:/Users/G:
h=[0 for i in range(3)] entrez la premiére composante @ 1
u=input ('entrez la premiére composante @ ') entrez la deuxiéms composante : 2
m[O0]=int (u) entrez la troisiéme composante : 5
v=input ('entrez la deuxiéme composante : ") [1, 5, 13]
m[l]=int (v) [2, &5, 29]
w=input ("'entrez la troisiéme composante : ') =
m[2]=int (W) b3 B2
S et ] RESTART: C:/Users/G:
t=[0 for i in range(3)] entrez la premiére composante @ 1
5[0]=m[?] entrez la deuxiéme composante @ 5
S[E]fm[‘] _ entrez la troisiéme composante @ 13
s[;]—S T[O] m[2]-m[1] [1, 13, 34]
£l0]=m[1] [5, 13, 194]
t[l]=m[2] e
t[2]=3*m[1]*m[2]-m[0] e
print (s) T

- RESTART: C:/Users/G:
print (t) / Fi

entrez la premiérse composSante 2
entrez la deuxiéme composante @ 5
entrez la troisiéme composante @ 29
[Z2, 25, 1l&9]

[5, 25, 433]

e
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