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Olympiades nationales 

de mathématiques 2020 

_______________________________ 
 

Académie de Nancy-Metz 
 

Mercredi 11 mars 2020 
 

Seconde partie de 10 heures à 12 heures 
 

Exercices académiques 
 

Elèves suivant la spécialité mathématique 
 

L’épreuve se déroule en deux parties indépendantes et indissociables de deux heures chacune, les 

énoncés des deux parties sont donc séparés et distribués séparément à des moments différents. Les 

copies rédigées sont ramassées à l’issue de la première partie (« exercices nationaux »). Une pause de 

cinq à quinze minutes est prévue, avant la seconde partie (« exercices académiques »). Des consignes de 

confinement peuvent être données selon la zone géographique de passation de l’épreuve. 

Les calculatrices autonomes non communicantes par ondes radio sont autorisées. 

Il est conseillé aux candidats qui ne pourraient formuler une réponse complète à une question d’exposer 

le bilan des initiatives qu’ils ont pu prendre.  

Les énoncés doivent être rendus au moment de quitter définitivement la salle de composition. 
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Où est la balise ? 

 

Nous considérons le plan muni d’un repère orthonormé (𝑂, 𝐼, 𝐽) ainsi que l’ensemble de tous les points dont les 
coordonnées sont des entiers relatifs, dont une partie est représentée sur le schéma ci-dessous. On considèrera 
en particulier les points 𝑂(0; 0), 𝐼(1; 0), 𝐽(0; 1) et 𝐾(1; 1). 

Une balise est placée en un point. Elle propage un signal circulaire.  On note 𝐸1 le(s) point(s), à coordonnées 
entières, atteint(s) (simultanément) par ce signal en premier, 𝐸2 les point(s), à coordonnées entières, atteint(s) 
(simultanément) par ce signal en deuxième…et ainsi de suite. Pour tout entier 𝑖 ≥ 1, on définit ainsi des ensembles 
𝐸𝑖  .On notera 𝑅𝑖 la distance parcourue par le signal entre la balise et le(s) point(s) de 𝐸𝑖. 

Rappels : 

Soient 𝑀, 𝐴 et 𝐵 trois points du plan et (𝐷) la médiatrice de [𝐴𝐵]. On rappelle que : 
a. La médiatrice d’un segment est la droite qui lui est perpendiculaire, passant par son milieu. 
b. Si 𝑀𝐴 = 𝑀𝐵 alors 𝑀 ∈ (𝐷). Si 𝑀 ∈ (𝐷) alors 𝑀𝐴 = 𝑀𝐵. 
c. Si 𝑀𝐴 < 𝑀𝐵 alors 𝑀 et 𝐴 se trouvent du même côté par 

rapport à (𝐷). Si 𝑀 et 𝐴 se trouvent du même côté par 
rapport à (𝐷) alors 𝑀𝐴 < 𝑀𝐵. 

Partie A 

Dans cette partie, nous plaçons la balise au point 𝐵 (
3

4
;

3

4
) 

comme sur le schéma ci-contre. 

1. Calculer les longueurs 𝐵𝑂, 𝐵𝐼, 𝐵𝐽 et 𝐵𝐾, puis en déduire 
que 𝐸1 = {𝐾} et que 𝐸2 = {𝐼, 𝐽} 

2. Quelles sont alors les valeurs de 𝑅1 et 𝑅2 ? 
3. Que valent alors 𝐸3 et 𝑅3 ? 

Partie B 

Dans cette partie, on ne connaît pas la position de la balise, représentée par un point 𝐵. Dans toutes les questions 
qui suivent on cherche, à l’aide des informations fournies, à retrouver les positions possibles pour la balise. Vous 
expliquerez avec clarté vos raisonnements et décrirez avec soin, l’ensemble des positions possibles pour 𝐵(si elles 
existent). Vous pourrez vous aider de schémas, que vous réaliserez sur votre copie (et non sur le sujet). 

1. On suppose uniquement dans les trois questions suivantes, que 𝐸1 = {𝐾}. 
a. Montrer que 𝐵 se situe dans un carré de centre 𝐾 et de côté 1 que l’on dessinera.  

b. Supposons que 𝑅1 =
1

2
, où peut se situer la balise ? 

c. Supposons que 𝑅2 =
3

4
, sans rien savoir sur 𝑅1, où peut se situer la balise ? 

2. Peut-on avoir 𝐸1 = {𝑂; 𝐼; 𝐽; 𝐾} ? Si oui, préciser le lieu où positionner 𝐵, sinon justifier pourquoi. 
3. Peut-on avoir 𝐸1 = {𝐼, 𝐽} ? Si oui, préciser le lieu où positionner 𝐵, sinon justifier pourquoi. 
4. Le signal a atteint en premier le point 𝐾 puis en deuxième le point 𝐽. Où peut se situer la balise ? 
5. On ne sait pas quelle(s) balise est atteinte(s) en premier, mais ce sont les points 𝐽 et 𝑂 et seulement eux qui 

sont atteints en second. Où peut se situer la balise ? 
6. On n’a qu’une seule information : 𝐸3 = {𝑂}. Faire un schéma précis qui représente les positions possibles 

pour 𝐵. 
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Autour des triangles de Kepler 

On appelle triangle de Kepler tout triangle dont les côtés mesurent respectivement 𝑎, 𝑎√𝜑 et 𝑎𝜑, où 𝑎 est un 

réel positif non nul et 𝜑 =
1+√5

2
 est le nombre d’or. 

I – Premières remarques 

1. Vérifier que 𝜑2 = 𝜑 + 1. On admettra que 𝜑 est l’unique solution positive de l’équation 𝑥² − 𝑥 − 1 = 0. 
2. En déduire que les triangles de Kepler sont rectangles. 

3. Montrer que l’aire d’un triangle de Kepler dont l’hypoténuse mesure 6 est 18
√𝜑

𝜑2  . 

II – Construction à la règle et au compas 

L’objectif de cette partie est de décrire une construction d’un triangle de Kepler uniquement réalisée avec une 

règle non graduée et un compas.  

1. Tracer un segment [AB], puis construire son milieu. On laissera les traits de construction apparents. 
2. Tracer une droite ∆ et placer un point 𝐶 tel que 𝐶 ∉ ∆. Construire ensuite la droite perpendiculaire à ∆ 

passant par 𝐶. On laissera les traits de construction apparents. 
3. La figure ci-contre correspond au programme de construction ci-dessous (elle n’est pas à réaliser) : 

• on trace un carré 𝐴𝐵𝐶𝐷 ; 

• on considère le milieu 𝐷′ du segment [𝐵𝐶] ; 

• on trace le cercle 𝒞 de centre 𝐷′ et de rayon [𝐷′𝐷] ; 

• on note 𝐵′ l’intersection de 𝒞 avec (𝐵𝐶), de sorte que 𝐵, 𝐶 et 𝐵′ 

soient alignés dans cet ordre ; 

• on trace le cercle 𝒞’ de centre 𝐵 et de rayon [𝐵𝐵’], et on note 

𝐸 une intersection entre (𝐴𝐷) et 𝒞’. 

On suppose que 𝐴𝐵 = 1. 

a) Calculer la longueur 𝐷𝐷’, puis en déduire 𝐵𝐵’. 
b) Justifier que 𝐴𝐵𝐸 est un triangle de Kepler. 

III – Moyennes arithmétique, géométrique et harmonique 

Pour tous nombres réels strictement positifs 𝛼 et 𝛽, on définit les trois moyennes suivantes : 

• la moyenne arithmétique de 𝛼 et 𝛽 est 𝐴(𝛼 ;  𝛽) =
𝛼+𝛽

2
 ; 

• la moyenne géométrique de  𝛼 et 𝛽 est 𝐺(𝛼 ;  𝛽)  = √𝛼𝛽 ; 

• la moyenne harmonique de  𝛼 et 𝛽 est 𝐻(𝛼 ;  𝛽)  =
2𝛼𝛽

𝛼+𝛽
.  

1. a) Calculer 𝐴(2 ; 8), 𝐺(2 ; 8) et 𝐻(2 ; 8). 

b) Exprimer 𝐺 (
1

2
 ;

1

8
) en fonction de 𝐺(2; 8), puis exprimer  𝐴 (

1

2
 ;

1

8
) en fonction de 𝐻(2;  8). 

Dans la suite, on considère deux nombres réels 𝛼 et 𝛽 strictement positifs. 

2. Exprimer 𝐴(𝛼 ;  𝛽) × 𝐻(𝛼 ;  𝛽) en fonction de 𝐺(𝛼;  𝛽). 
3. Montrer que 𝐺(𝛼 ;  𝛽) ≤ 𝐴(𝛼 ;  𝛽).  

4. a) Exprimer 𝐺( 
1

𝛼
 ;  

1

𝛽
 ) en fonction de 𝐺(𝛼 ;  𝛽), puis exprimer 𝐴( 

1

𝛼
 ;  

1

𝛽
 ) en fonction de 𝐻(𝛼 ;  𝛽). 

b) Déduire des questions précédentes le signe de 𝐺(𝛼;  𝛽) − 𝐻(𝛼;  𝛽). 

5. Dans cette question, on souhaite montrer que, pour tout couple de nombres strictement positifs, si leurs 
moyennes arithmétique, géométrique et harmonique sont les longueurs des côtés d’un triangle rectangle, alors 
ce triangle est un triangle de Kepler. 
On considère donc un triangle rectangle T dont les côtés mesurent 𝐴(𝛼 ;  𝛽), 𝐺(𝛼 ;  𝛽) et 𝐻(𝛼 ;  𝛽). 
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a) Justifier que l’hypoténuse du triangle rectangle T mesure 𝐴(𝛼 ;  𝛽). 
b) Justifier que : 𝐴(𝛼 ;  𝛽)2 −  𝐴(𝛼 ;  𝛽) ×  𝐻(𝛼 ;  𝛽)  −  𝐻(𝛼 ;  𝛽)2 = 0. 
c) Conclure. 

6. Le triangle dont les côtés mesurent 𝐴(√5 − 1; √5 + 3), 𝐺(√5 − 1; √5 + 3) et 𝐻(√5 − 1; √5 + 3) est-il un 

triangle de Kepler ? 
7. La réciproque du résultat de la question III-5 est-elle vraie ? Autrement-dit : si T est un triangle de Kepler, existe-

t-il deux nombres positifs non nuls 𝛼 et 𝛽 tels que les côtés de T mesurent 𝐴(𝛼 ;  𝛽), 𝐺(𝛼 ;  𝛽), 𝐻(𝛼 ;  𝛽) ? 
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Olympiades nationales 

de mathématiques 2020 

_______________________________ 
 

Académie de Nancy-Metz 
 

Mercredi 11 mars 2020 
 

Seconde partie de 10 heures à 12 heures 
 

Exercices académiques 
 

Elèves ne suivant pas la spécialité mathématique 
 

L’épreuve se déroule en deux parties indépendantes et indissociables de deux heures chacune, les 

énoncés des deux parties sont donc séparés et distribués séparément à des moments différents. Les 

copies rédigées sont ramassées à l’issue de la première partie (« exercices nationaux »). Une pause de 

cinq à quinze minutes est prévue, avant la seconde partie (« exercices académiques »). Des consignes de 

confinement peuvent être données selon la zone géographique de passation de l’épreuve. 

Les calculatrices autonomes non communicantes par ondes radio sont autorisées. 

Il est conseillé aux candidats qui ne pourraient formuler une réponse complète à une question d’exposer 

le bilan des initiatives qu’ils ont pu prendre.  

Les énoncés doivent être rendus au moment de quitter définitivement la salle de composition. 
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Où est la balise ? 

 

Nous considérons le plan muni d’un repère orthonormé (𝑂, 𝐼, 𝐽) ainsi que l’ensemble de tous les points dont les 
coordonnées sont des entiers relatifs, dont une partie est représentée sur le schéma ci-dessous. On considèrera 
en particulier les points 𝑂(0; 0), 𝐼(1; 0), 𝐽(0; 1) et 𝐾(1; 1). 

Une balise est placée en un point. Elle propage un signal circulaire.  On note 𝐸1 le(s) point(s), à coordonnées 
entières, atteint(s) (simultanément) par ce signal en premier, 𝐸2 les point(s), à coordonnées entières, atteint(s) 
(simultanément) par ce signal en deuxième…et ainsi de suite. Pour tout entier 𝑖 ≥ 1, on définit ainsi des ensembles 
𝐸𝑖  .On notera 𝑅𝑖 la distance parcourue par le signal entre la balise et le(s) point(s) de 𝐸𝑖. 

Rappels : 

Soient 𝑀, 𝐴 et 𝐵 trois points du plan et (𝐷) la médiatrice de [𝐴𝐵]. On rappelle que : 
a. La médiatrice d’un segment est la droite qui lui est perpendiculaire, passant par son milieu. 
b. Si 𝑀𝐴 = 𝑀𝐵 alors 𝑀 ∈ (𝐷). Si 𝑀 ∈ (𝐷) alors 𝑀𝐴 = 𝑀𝐵. 
c. Si 𝑀𝐴 < 𝑀𝐵 alors 𝑀 et 𝐴 se trouvent du même côté par 

rapport à (𝐷). Si 𝑀 et 𝐴 se trouvent du même côté par 
rapport à (𝐷) alors 𝑀𝐴 < 𝑀𝐵. 

Partie A 

Dans cette partie, nous plaçons la balise au point 𝐵 (
3

4
;

3

4
) 

comme sur le schéma ci-contre. 

1. Calculer les longueurs 𝐵𝑂, 𝐵𝐼, 𝐵𝐽 et 𝐵𝐾, puis en déduire 
que 𝐸1 = {𝐾} et que 𝐸2 = {𝐼, 𝐽} 

2. Quelles sont alors les valeurs de 𝑅1 et 𝑅2 ? 
3. Que valent alors 𝐸3 et 𝑅3 ? 

Partie B 

Dans cette partie, on ne connaît pas la position de la balise, représentée par un point 𝐵. Dans toutes les questions 
qui suivent on cherche, à l’aide des informations fournies, à retrouver les positions possibles pour la balise. Vous 
expliquerez avec clarté vos raisonnements et décrirez avec soin, l’ensemble des positions possibles pour 𝐵(si elles 
existent). Vous pourrez vous aider de schémas, que vous réaliserez sur votre copie (et non sur le sujet). 

1. On suppose uniquement dans les trois questions suivantes, que 𝐸1 = {𝐾}. 
a. Montrer que 𝐵 se situe dans un carré de centre 𝐾 et de côté 1 que l’on dessinera.  

b. Supposons que 𝑅1 =
1

2
, où peut se situer la balise ? 

c. Supposons que 𝑅2 =
3

4
, sans rien savoir sur 𝑅1, où peut se situer la balise ? 

2. Peut-on avoir 𝐸1 = {𝑂; 𝐼; 𝐽; 𝐾} ? Si oui, préciser le lieu où positionner 𝐵, sinon justifier pourquoi. 
3. Peut-on avoir 𝐸1 = {𝐼, 𝐽} ? Si oui, préciser le lieu où positionner 𝐵, sinon justifier pourquoi. 
4. Le signal a atteint en premier le point 𝐾 puis en deuxième le point 𝐽. Où peut se situer la balise ? 
5. On ne sait pas quelle(s) balise est atteinte(s) en premier, mais ce sont les points 𝐽 et 𝑂 et seulement eux qui 

sont atteints en second. Où peut se situer la balise ? 
6. On n’a qu’une seule information : 𝐸3 = {𝑂}. Faire un schéma précis qui représente les positions possibles 

pour 𝐵. 
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Le code oublié… 

 

 

Pour rentrer dans un immeuble, il faut rentrer un bon code à l’aide d’un clavier composés de symboles, par 

exemple les symboles 𝐴 et 𝐵. Un code est une suite de symboles ordonnés, par exemple 𝐵𝐴 qui est différent du 

code 𝐴𝐵. 

Une personne a oublié son code et cherche à rentrer dans l’immeuble et tapant des symboles les uns après les 

autres, par exemple 𝐴 𝐴 𝐵 𝐵 𝐴. Une telle suite de symboles s’appelle une séquence. La longueur d’une séquence 

est le nombre de symboles qu’elle contient. Dans l’exemple précédent, la séquence est de longueur 5. 

Une séquence permet d’ouvrir la porte si le code figure dans cette séquence à n’importe quelle position.  Par 

exemple, la séquence 𝐴 𝐴 𝐵 𝐵 𝐴 permet d’ouvrir la porte si le bon code est un des codes suivants : 𝐴𝐴𝐵, 𝐴𝐵𝐵 et 

𝐵𝐵𝐴. En effet :  𝑨 𝑨 𝑩 𝐵 𝐴 , 𝐴 𝑨 𝑩 𝑩 𝐴 et 𝐴 𝐴 𝑩 𝑩 𝑨. Par contre, elle n’ouvrira pas la porte si le bon code est 𝐴𝐵𝐴. 

On cherche à déterminer une séquence qui permette à coup sûr, d’ouvrir la porte. Une telle séquence s’appelle 

une séquence totale. Les parties suivantes ne sont pas indépendantes. 

 

Partie A :  

On suppose dans cette partie que le bon code est de longueur 3, et que les symboles à disposition sont  𝐴 et 𝐵. 

On peut obtenir par exemple les codes  𝐴𝐵𝐵 ou 𝐵𝐴𝐵.  

1. Montrer qu’il existe 8 codes différents. 

2. Déterminer une séquence totale de longueur 24. 

3. On considère la séquence 𝑆 suivante :  𝐴 𝐵 𝐴 𝐵 𝐴 𝐵 𝐵 𝐴 𝐴 𝐴 𝐴 𝐴 . Ecrire les 6 codes de longueur 3 contenus 

dans cette séquence. 

4. Le concierge de l’immeuble a choisi un code au hasard (tous les codes ont la même probabilité d’être 

choisis). En tapant la série suivante : 𝐴 𝐴 𝐴 𝐴 𝐵 𝐴 𝐵 𝐵, quelle est la probabilité que la porte s’ouvre ? 

5. On considère le graphique suivant qui représente l’ensemble des situations. 

Les cercles contiennent les codes, les flèches contiennent les symboles tapés sur le clavier. 

Par exemple, si on commence par rentrer le code 𝐵𝐴𝐴 puis que l’on appuie sur 𝐴, alors on teste le code 

𝐴𝐴𝐴. En revanche, si on appuie sur 𝐵, on teste le code 𝐴𝐴𝐵.  

a. En partant du cercle 𝐴𝐴𝐴, tracer sur l’annexe A (à 

rendre avec la copie) un chemin qui passe par tous 

les cercles une unique fois, en suivant les flèches. 

b. En déduire une séquence totale de longueur 10. 

c. Peut-on avoir une séquence totale de longueur 

strictement inférieure à 10 ? Justifier. 

d. Combien existe-t-il de séquences totales qui 

commencent par 𝐴𝐴𝐴 ? par 𝐵𝐴𝐵 ? en tout ?  

e. Si on tape 10 symboles au hasard, quelle est la 

probabilité d’avoir composé une séquence totale ? 

 

Partie B :  

On suppose dans cette partie que le code est de longueur 2, et que les symboles à disposition : 𝐴, 𝐵 et 𝐶. 

1. Combien de codes différents existe-t-il ? Justifier. 

2. Compléter le graphique donné en annexe B (à rendre avec la copie). 

3. En déduire une séquence totale qui commence par 𝐴𝐶. 
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Annexes 
 

Annexe A 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Annexe B 
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