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L’épreuve se déroule en deux parties indépendantes de deux heures chacune. Les énoncés des deux
parties sont donc séparés et distribués séparément a des moments différents.

La premiére partie est constituée des exercices nationaux. A son issue, les copies sont ramassées et une
pause de cing a quinze minutes est prévue, avant la seconde partie, constituée des exercices académiques.

Des consignes de confinement peuvent étre données selon la zone géographique de passation de
I'épreuve.

Les calculatrices sont autorisées selon la réglementation en vigueur.

Il est conseillé aux candidats qui ne pourraient formuler une réponse compléte a une question d’exposer le
bilan des initiatives qu’ils ont pu prendre. Les énoncés doivent étre rendus au moment de quitter
définitivement la salle de composition.

La premiere partie de I’épreuve contient trois exercices (exercices nationaux).

Les candidats de voie générale ayant suivi I’'enseignement de spécialité de mathématiques doivent traiter
les exercices nationaux 1 et 2.

Les autres candidats doivent traiter les exercices nationaux 1 et 3.

La deuxieme partie de I’épreuve contient trois exercices (exercices académiques).

Les candidats de voie générale ayant suivi I’'enseignement de spécialité de mathématiques doivent traiter
les exercices académiques 1 et 2 (Décompositions et Suite de Syracuse).

Les autres candidats doivent traiter les exercices académiques 1 et 3 (Décompositions et Mariage chez les
Murngin).
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Exercices académiques

Exercice académique 1 (a traiter par tous les candidats)

Décompositions
Préambule

Un entier N composé de neuf chiffres s’écrit sous la forme N = X;X;X3X,X5XgX7XgXq OU X, €st un entier
compris entre 1 et 9 et x,, x3..... et Xq sont des entiers compris entre 0 et 9.

On considére I'entier a neuf chiffres N; suivant : N; = 123 456 789

Partie A

1. Calculer la somme et le produit des chiffres composant N;.

2. Proposer un autre entier N composé de neuf chiffres dont la somme et le produit des chiffres sont
les mémes que ceux de N;.

3. En déduire qu’il existe au moins 362 880 entiers a neuf chiffres dont la somme et le produit des
chiffres sont les mémes que ceux de Nj.

Partie B
On s’intéresse dans cette partie aux entiers a neuf chiffres N vérifiant les trois conditions suivantes :

¢ X1 < Xy £ X3 eeweeenn S Xg.
o x;+x,+ x3+x+x5+x5+%x,+x5+%x9 =45 (S)
o X1 XXy X X3XX4XXgXXgXX7XXgXXg=2362880....(P)

L'objectif de cette partie est de déterminer les éventuels entiers N, différents de N;, vérifiant (S) et (P).

1. Montrer que le nombre de chiffres impairs composant N est impair.

2. Donner la décomposition en produit de facteurs premiers de 362 880. En déduire que 3° ne divise
pas 362 880.

3. Montrer que les chiffres 5 et 7 apparaissent exactement une fois dans I’écriture de N. En déduire que
les autres chiffres composant N sont divisibles par 2 ou par 3.

4. Montrer qu’il n’existe pas d’entier N vérifiant (S) et (P) comportant un seul 9 et deux 3.

Montrer que le chiffre 6 n’apparait pas dans I'écriture de N.

6. En déduire le (les) éventuel(s) entier(s) N composé(s) de 9 chiffres vérifiant (S) et (P).

v




Exercice académique 2 (a traiter par les candidats ayant suivi la spécialité
de mathématiques de voie générale)

Suite de Syracuse

D’aprés la revue « Pour la Science Hors-Série n° 103 »
Cet exercice comporte une annexe (en fin de sujet) a rendre avec la composition

On considere la fonction f qui, a tout entier naturel n, associe I'entier naturel f(n) définie de la fagon
suivante :

n
— sinest pair
f) =12 P

3n + 1sin estimpair

On consideére la suite u de terme initial u, (entier non nul) et définie paru,,; = f(un )
Par exemplesiug = 7alorsuy =3 X7+ 1=22,u, =22—2= 1letu; =3 x11+ 1= 34.

On pourra schématiser ces résultats par 7 —>22 >11—>34 — ...

1. Poursuivre le schéma précédent en calculant 15 valeurs supplémentaires.

2. Siaetb sont deux entiers non nuls tels que b = f(a), on dit que b est le fils de a et que a est un
parent de b.

a) Justifier que tout entier naturel n a au moins un parent.
b) Donner un exemple d’entier ayant 2 parents.
c) Justifier que pour tout entier naturel n, I'entier 12n + 8, n’a qu’un seul parent.

3. Compléter sur la feuille fournie en annexe les schémas 1 et 2.

4. Non encore démontrée, une conjecture affirme que, pour n‘importe quelle valeur de u, non nulle,
il existe un entier n pour lequel u,, = 1.

On suppose que cette conjecture est vraie.
Ecrire en langage naturel un algorithme dans lequel on demande a I'utilisateur de choisir la valeur de

uy et quifournit en retour la premiére valeur de n pour laquelle u,, = 1.
5. On appelle cycle de longueur m un ensemble d’entiers naturels non nuls a4, a,, ..., a,, distincts deux
adeuxtelsquea; — a, = = a,.

a) Donner un exemple de cycle de longueur 3.

b) On désigne par {a, b, c} un cycle de longueur 3 olla —» b — ¢, a désignant le plus petit des 3
éléments. Justifier que a est impair. Calculer b en fonction de a, ¢ en fonction de b et a en
fonction de c.

c) En déduire qu’il n’existe qu’un seul cycle de longueur 3.
6. Etude des cycles de longueur 5

a) Soita - b - c - d— e — aola désigne le plus petit des 5 éléments. Calculer b en fonction
de a et c en fonction de b.

b) Montrer que si ¢ est pair alors d < a. En déduire d en fonction de c, puis e en fonction de d et
enfin a en fonction de d.

c) Ondésigne par P le produit. En utilisant les résultats précédents et le produit abcde, établir que
8ac = (3a+1)(3c+1).



d) En déduire qu’il n’existe pas de cycle de longueur 5.
7. Etude des cycles de longueur 18

On suppose qu’il existe un cycle de longueur 18, formé de p nombres pairs et de g nombres impairs, p +
g = 18. Sans tenir compte de I'ordre dans lequel ces entiers interviennent dans le cycle, on désigne par

C I'ensemble de ces entiers. C = {a1 , g 5y by, by, by }, oupourl <i <p,a; est pair et pour
1 <j <q, b; estimpair.

Soit C' = {f(a1 ), f(az ), ) f(ap ), f(b1 ), f(bz ), ) f(bq )} On désigne enfin par P le produit
des éléments de C et par P’ celui des éléments de C'.
a) Justifierque P = P’.

b) En déduire que 2P = (3 + %) (3 + %) (3 + %), puis que 37 < 21879 < 49 et qu’il
1 2 q
n’existe pas de cycle de longueur 18.

8. Que prouverait I'existence d’un cycle de longueur supérieure a 3 ?

Exercice académique 3 (a traiter par les candidats n’ayant pas suivi la
spécialité de mathématiques de voie générale)

Mariage chez les Murngin

tribu du Nord

D’apreés des travaux de Claude Levy Strauss et André Weil

La peuplade aborigéne australienne des Murngin est composée de deux tribus, celle
du Nord et celle du Sud. Chacune d’entre elles est formée de quatre clans A, B, C, D
indexés d’un N ou d’un S suivant I'appartenance a I'une ou I'autre des tribus.

S’étant rendu compte des méfaits des mariages entre personnes du méme clan, ils .
ont établi des regles sociales suivantes afin d’y remédier.

v' Régle 1: Un homme de clan A épouse toujours une femme de clan B, un
homme de clan B épouse toujours une femme de clan A, un homme de clan C vt die Sud
épouse toujours une femme de clan D, un homme de clan D épouse toujours
une femme de clan C. Ce mariage peut étre interne (a I'intérieur de la méme tribu) ou externe (époux
de tribus différentes). Ainsi un homme de clan Ay peut épouser une femme de clan By si le mariage
est interne, ou Bs si le mariage est externe.

v/ Régle 2 : Un enfant n’est pas élevé par ses parents mais il est recueilli par un autre clan de la maniére

suivante :
Sila mére est du clan An As Bn Bs Cn Cs Dn Ds
Alors I'enfant sera du clan Cs Cn Ds Dn An As Bn Bs

v' Régle 3 : Le type de mariage (interne ou externe) d’une fille est le méme que celui de ses parents,
celui d’'un gargon est I'inverse de celui de ses parents.



Recopier et compléter I'arbre généalogique
suivant ou les carrés schématisent un i@

I
©

homme du clan inscrit dans ce carré, un
cercle schématise une femme du clan inscrit

dans

ce cercle, deux traits paralléles
surmontés d’'un i ou d’un e représente un @
mariage de type interne ou externe, une

fleche signale un enfant issu d’'un mariage.

Par la suite, chacun des 8 clans est codé par

-1
I O
O

un triplet (a, b, c) défini de la maniére
suivante :

_ { OsileclanestAouB

a = .
1 sinon

b=0sileclanest AouCetb =1sinon

¢ = 0si le clan fait partie de la tribu du Nord et ¢ = 1 sinon.

Par exemple le clan Ay est codé par (0,0,0).

Coder les sept autres clans.

Un mariage entre un homme et une femme est entiérement déterminé par la donnée du clan
de I'époux et par le type de mariage (interne ou externe). On peut donc le coder par un
quadruplet (a, b, c,d) ou (a, b, c) code le clan de I'époux comme précédemment et d = O si
le mariage est interne et d = 1 sinon. Ainsi (0,0,0,1) code le mariage entre un homme de Ay
et une femme de Bs.

Un homme de Cy épouse une femme de Dy. Quel est le code de leur mariage ? Quel sera le
code du mariage d’un de leur fils ?

Une femme dont le clan est codé (0,1,1) se marie avec un homme de I'autre tribu. Quel est

le code de son mariage ? Quel sera le code de mariage d’une de ses filles ?

3. Ondira que deux entiers m et m’ sont équivalents et on écrit m=m", s’ils ont la méme parité, c’est-
a-dire gu’ils sont tous les deux pairs ou tous les deux impairs.

a.
b.

C.

Justifier que si m=m"alors, quel que soit I'entierp, m+ p=m'+p
Justifier que si x=a-+1alors a=x+1
Justifier que, quel que soit I'entier p, m=m+2p

Dans la suite on dira que les quadruplets (m,n,p,q) et (m'n',p'q") sont équivalents si
m=m'n=n', p=p,q=q'.

4. On considére un mariage de type (a, b, ¢, d).

a.

Montrer que le code du clan de I'épouse est équivalenta (a,b + 1, c + d). On pourra étudier
séparément lescasd =0 et d =1.

Le code du clan d’une épouse étant (x, y, z), déterminer celui d’un de ses enfants.

En déduire que le code du clan d’un enfant issu d’'un mariage de type (a,b,c,d) est
équivalenta(a+1, b+1, a+c+d+1).

5. On désigne par f(M) et g(M) les types de mariage respectifs d’'un gargon et d’une fille issus d’un

mariage de type M.

b.
c.
d

Déduire de 4.c I'expression de f (M) si M est de type (a, b, ¢, d).

Déterminer le code du clan de I'époux d’une femmeduclan (a+1, b+ 1, a+c+d +1).
En déduire I'expression de g(M) si M est de type (a, b, c, d).

Vérifier que f(g(M))=g(f(M)) et en déduire que le mariage entre un homme et la fille du

frére de sa mére est permis.



ANNEXE DE I’EXERCICE 2 : Compléter les deux schémas ci-dessous
NOM :
Schéma 1

Schéma 2

H— O
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Décompositions

Préambule :

Un entier N composé de neuf chiffres s’écrit sous la forme N =X X,X3X4X5X5X7XgXq OU X1 €St un entier
compris entre 1 et 9 et x,, x3..... et Xq sont des entiers compris entre 0 et 9.

On considere I'entier a neuf chiffres N; suivant : N; = 123 456 789

Partie A :
1. Calculer la somme et le produit des chiffres composant Nj.
2. Proposer un autre entier N composé de neuf chiffres dont la somme et le produit des chiffres
sont les mémes que ceux de N;.
3. En déduire gu’il existe au moins 362 880 entiers a neuf chiffres dont la somme et le produit
des chiffres sont les mémes que ceux de Nj.

Partie B :
On s’intéresse dans cette partie aux entiers a neuf chiffres N tels que
o X< Xy £ X3 weveen. X9 (1)

o xX;+Xx,+ X3+ X4+ X5+ X+ X7+ xg + X9 =45(S)
® X1 XXy X X3X X4 XXsXXg XXy XXgXXg=362880 (P)

L’objectif de cette partie est de déterminer les éventuels entiers N, différents de Nj, vérifiant (1), (S) et

(P).

1. Montrer que le nombre de chiffres impairs composant N est impair.
Donner la décomposition en produit de facteurs premiers de 362 880. En déduire que 3% ne
divise pas 362 880.

3. Montrer que les chiffres 5 et 7 apparaissent exactement une fois dans I'écriture de N. En
déduire que les autres chiffres composant N sont divisibles par 2 ou par 3.

4. Montrer qu’il n’existe pas d’entier N vérifiant (1), (S) et (P) composé d’un seul 9 et de deux 3.

Montrer que le chiffre 6 n’apparait pas dans I'écriture de N.

6. En déduire le (les) éventuel(s) entier(s) N composé(s) de 9 chiffres vérifiant (1), (S) et (P).

ol

Partie C :
Dénombrer le nombre total d’entiers a 9 chiffres ayant pour somme des chiffres 45 et pour produit
des chiffres 362 880.



Eléments de correction :

Remarque : Comme les entiers N doivent vérifier (S) et (P), le chiffre 0 ne peut entrer dans la
composition de N.

Partie A :

La somme vaut 45 et le produit vaut 362 880.

Toute permutation des chiffres de N; convient.

Soit N obtenu par permutation des chiffres de N; : on peut choisir x; de neuf fagons
différentes puis x, de 8 fagons, x3 de7 .. xo d'unefagon. Soit un total d’au moins
9! = 362 880 entiers composés de neuf chiffres vérifiant (S) et (P).

Partie B :

1.

2.

Si la somme des chiffres impairs composant N est paire, alors la somme de tous les chiffres
composant N serait paire, ce qui contredit (S).

362880 =27 x3* x5x7. La réponse a la question suivante découle directement de la
décomposition.

Soit n le nombre de fois ol le chiffre 5 apparait dans N.

N vérifiant (P), on peut en déduire que 5™ divise 362 880. Par unicité de la décomposition (a
I’ordre prés) d’un entier en produit de facteurs premiers, il en vientquen < 1.lecasn =10
n’est pas possible car les chiffres éventuels composant N seraient 1,2, 3, 4, 6, 7, 8 et 9. Ce qui
ne permettrait pas d’obtenir 362 880 qui est divisible par 5.

De la méme fagon, 7 apparait exactement une fois dans I’écriture de N.

La derniere remarque est évidente compte-tenu de la décomposition en produit de facteurs
premiers de 362 880 (produit des chiffres composant N).

Supposons que N est composé d’un seul 9 et de deux 3. Dans ce cas, le produit des chiffres de
N serait divisible par 3 X 3 X 5 X 7 X 9 = 2 835. Le probléme reviendrait a chercher 4 chiffres
dans la liste {1, 2, 4,8} dont la somme des chiffres vaudrait 18 et le produit 128.

Les seules décompositions possibles de 18 avec les chiffres restants sont :

18 =14+ 14 84 8, le produit des chiffres valant 64, cela ne convient pas.

18 =2 4+ 4 4+ 4 + 8, le produit des chiffres valant 256 , cela ne convient pas.

Il n’existe donc pas de nombre N composé d’exactement un 9 et deux 3.

Cherchons a présent le nombre de 6 dans la composition de N :

On a, d’apreés la question 2 de la partie B, obtenu que le produit des chiffres constituant N est
divisible par 3* mais n’est pas divisible par 3° (*)

D’apres la question 3 de la partie B, les chiffres 5 et 7 apparaissent exactement une fois dans
la composition de N.

Au vu de ces contraintes, si I'on cherche le nombre de 6 entrant dans la composition de N,
celui-ci peut étre constitué de :

e Quatre 6 : les trois chiffres restants sont a déterminer dans la liste {1, 2, 4, 8 }, ont pour
362 880

- = 8.
6% x5x7
La seule possibilité est de prendre 1 + 4 + 4. Le produit des chiffres vaut 16, ce qui ne
convient pas.

somme 9 et produit

e Trois 6 et un 3 : les trois chiffres restants sont a déterminer dans la liste {1,2,4,8 }, ont
pour somme 12 et produit 16.



Les combinaisons possibles sont :
2+ 2 4+ 8 = 12. Le produit des chiffres valant 24, cela ne convient pas.
4 + 4 4+ 4 = 12. Le produit des chiffres valant 64, cela ne convient pas.

e Deux 6 et un 9: les quatre chiffres restants sont a déterminer dans la liste {1,2,4,8 }, ont
pour somme 12 et produit 32.
Les seules combinaisons possibles sont :
1+ 142+ 8= 12. Le produit des chiffres valant 16, cela ne convient pas.
24+ 2+ 4+ 4 = 12. Le produit des chiffres valant 64, cela ne convient pas.

e Deux 6 et deux 3 : les trois chiffres restants sont a déterminer dans la liste {1, 2,4, 8}, ont
pour somme 15 et pour produit 32. Aucune combinaison n’est possible.

e Unb6,un3etun?9:les quatre chiffres restants sont a déterminer dans la liste {1, 2,4, 8},
ont pour somme 15 et pour produit 64.
La seule combinaison possible est 1 + 2 + 4 4+ 8 = 15. Le produit des chiffres valant 64.
On retrouve I'entier N;. Or on cherche les entiers différents, cette décomposition ne
convient donc pas.

e Un6ettrois 3 : les trois chiffres restants sont a déterminer dans la liste {1, 2, 4, 8}, ont pour
somme 18 et produit 64.
La seule combinaison possible est : 2 + 8 + 8 = 18. Le produit des chiffres valant 128, cela
ne convient pas.

En conclusion, le chiffre 6 ne rentre pas dans la composition de N.

6. D’apres les questions précédentes : il ne reste plus qu’a étudier les cas ou N est composé de
quatre 3 ou de deux 9.
SI N est constitué de quatre 3: les trois chiffres restants sont a déterminer dans la liste
{1, 2, 4,8}, ont pour somme 21 et pour produit 128. Il n’y a pas de combinaison possible.
SI N est constitué de deux 9 : les cing chiffres restants sont a déterminer dans la liste {1, 2, 4, 8},
ont pour somme 15 et pour produit 128. Les combinaisons possibles sont :
1+1+4+ 144+ 8 =15, le produit des chiffres valant 32, cela ne convient pas.
1+ 2+ 2+ 2+ 8 =15, le produit des chiffres valant 64, cela ne convient pas.
1+2+4+ 4+ 4 =15, le produit des chiffres valant 128, cela convient.

Il n’y a donc qu’un seul entier autre que N vérifiant toutes les contraintes, c’est 124 445 799.
Partie C:

Si les entiers vérifiant (S) et (P) vérifient aussi (I), on peut déduire des parties précédentes qu’il n’en
existe que deux :

n = 123456789 etn’ = 124 445 799.

Il faut et il suffit pour répondre a la question de déterminer les « anagrammes » distincts de ces deux
entiers de référence.

Pour n, il en existe 362 880 d’apres la partie A.



Pour n’, il suffit de remarquer qu’en procédant par permutation des chiffres 4, on forme six fois I'entier
n’ puis deux fois par permutation des 9. Ainsi, il existe 12 « anagrammes » identiques an’.

. o . . . 362880 -
Ce résultat se généralisant, on peut en déduire qu’il existe ——— = 30 240 « anagrammes » distincts

12
de n’ vérifiant (S) et (P).

Au final, 362 880 + 30 240 = 393 120 entiers a neuf chiffres ont pour somme des chiffres 45 et pour
produit des chiffres 362 880.



Suite de Syracuse
d'apreés la revue "Pour la Science" hors-série n°103 (mai-juin 2019)

On considere la fonction f qui, a tout entier naturel n, associe I'entier naturel f(n) définie de la fagon
suivante :

n
f(n) = > sin est pair

3n + 1sinestimpair
On considere la suite u de terme initial u, (entier non nul) et définie par u,,,; = f(un )

Par exemple si U, =7 alorsu, =3x7+1=22, u, =2—22=11,u3 =3x11+1=34.

On pourra schématiser ces résultats par 7 —>22 >11—->34 — ...
1. Poursuivre le schéma précédent en calculant 15 valeurs supplémentaires.

2. Siaetbsont deuxentiers non nuls tels que b = f(a), on dit que b est le fils de a et que a est
un parent de b.

a) Justifier que tout entier naturel n a au moins un parent.

b) Donner un exemple d’entier ayant 2 parents.

c) Justifier que pour tout entier naturel n, I’entier 12n + 8, n’a qu’un seul parent.
3. Compléter sur la feuille fournie en annexe les schémas 1 et 2.

4. Non encore démontrée, une conjecture affirme que, pour n'importe quelle valeur de uy non
nulle, il existe un entier n pour lequel u,, = 1.

On suppose que cette conjecture est vraie.

Ecrire en langage naturel un algorithme dans lequel on demande a I'utilisateur de choisir la
valeur de u, et qui fournit en retour la premiére valeur de n pour laquelle u,, = 1.

5. On appelle cycle de longueur m un ensemble d’entiers naturels non nuls a4, a,, ..., a,, distincts
deux a deuxtelsquea; = a, = = ay, — a;.

a) Donner un exemple de cycle de longueur 3.

b) On désigne par {a, b, c} un cycle de longueur3ola - b — ¢ — a, a désignant le plus
petit des 3 éléments. Justifier que a est impair. Calculer b en fonction de a, ¢ en fonction
de b et a en fonction de c.

c) En déduire qu’il nexiste qu’un seul cycle de longueur 3.
6. Etude des cycles de longueur 5

a) Soita - b - c —»d— e — aoladésigne le plus petit des 5 éléments. Calculer b en
fonction de a et c en fonction de b.

b) Montrer que si ¢ est pair alors d < a. En déduire d en fonction de c, puis e en fonction de
d et enfin a en fonction de d.



c) On désigne par P le produit. En utilisant les résultats précédents et le produit abcde,
établir que 8ac = (3a + 1)(3c + 1).

d) En déduire gu’il n’existe pas de cycle de longueur 5.
7. Etude des cycles de longueur 18

On suppose qu'’il existe un cycle de longueur 18, formé de p nombres pairs et de ¢ nombres
impairs, p + g = 18. Sans tenir compte de I'ordre dans lequel ces entiers interviennent dans

le cycle, on désigne par C I'ensemble de ces entiers. C = {‘11 , Ay , .., by, by ,...,bq }, ou

pourl <i <p,a; estpairetpourl <j <gq,b; estimpair.

SoitC' = {f(a1 ), f(az ), ) f(ap ), f(b1 ), f(bz ), ey f(bq )} On désigne enfin par P

le produit des éléments de C et par P’ celui des éléments de C’.

a) Justifierque P = P’.

b) En déduire que 2P = (3 + %) (3 + i) (3 +

1 b2
gu’il n’existe pas de cycle de longueur 18.

bi>, puis que 37 < 21877 < 49 ¢t
q

8. Que prouverait I'existence d’un cycle de longueur supérieure a 3 ?



ANNEXE : Compléter les deux schémas ci-dessous NOM :

Schéma 1

— O

Schéma 2



Correction :
1. 34-517—>52—->26—->13—>40—->20->10>5—-516>8—>4—>2>51>4—->52->1
2. a. 2n est toujours un parent de n
b. 16 a pour parents 5 et 32

c. 12n+8 a pour parent 24n+16. S’il avait un autre parent celui-Ci serait impair donc de la
forme 3m+1 ou m est un entier naturel. Or si 12n+8=3m+1 on a 3m-12n=7, ce qui est
impossible puisque 3m-12n est un multiple de 3.

O,
“o—0
yd
ORN
H— &
/

) —O

Schéma 1

(H)— )

Schéma 2



4. Choisir U
n <0
Tant que U est différent de 1
n <1+n
Si U est pair
U« U2
Sinon

U« 3U+1

5 al>4—-52->1

b. a n’est pas pair car sinon b = %et donc b < a. Ainsi, a estimpairet b = 3a + 1. b est

. 3a+1
donc pair et ¢ = az .

3a+1 ., .
c.c—> aetc<adoncc=2aet2a= aT donc a = 1. L’unicité de a entraine celles de b
et de c.

6. a.b=3a+1etc=g

b. Si ¢ est pair alors d = % = 3a4+1. Doncd —a = 1;—“ et ainsi d < a. Ceci est impossible

donc c est impair. En conséquence, d = 3¢ + 1 est pair et ainsi e = %- Comme e = 2a,ilen
vientque a = %.
c. P = abcde = %(3a + 1)2(3c + 1)e, donc (3a + 1)(3C + 1) = 8ac.

d. Or 3a+ 1)(3C + 1) > 9ac > 8ac. Ceci étant impossible on en déduit qu’il n’existe pas
de cycle de longueur 5.

7. a. Les entiers constituant I’ensemble C provenant d’un cycle pour la fonction f, les nombres
de C’ sont les mémes que ceux de C, donc leurs produits sont égaux.

b. f(a; ) = “-etf(a; ) = 3b; pourtouti et pour tout .

DonC ay @z ...y by by ..bg =22 22 (3b; +1)(3b, +1)...(3b, +1).Onen

déduit que 2° by b, ...b, = (3b; +1)(3b, +1)...(3b; +1),

Ainsi 2P = (3 + i) (3 n i) (3 n i).
b, b, by

Or, pour tout entier i comprisentre 1etq,3 < 3 + bi <4donc3? < 2P <49,

i



Comme p + g = 18, on obtient bien que 37 < 2877 < 49

L’inégalité de droite a pour solution ¢ > 6. Or pourq = 7,0ona 3’ > 211 et par suite,
I’inégalité de gauche n’est jamais vérifiée pour g = 7. La double inégalité n’a donc pas de
solution.

Il n’existe donc pas de cycle de longueur 18.

8. L’existence d’un cycle de longueur supérieure a 3 prouverait que la conjecture est fausse.



Mariage chez les Murngin

tribu du Nord

D’apres des travaux de Claude Levy Strauss et André Weil

La peuplade aborigéne australienne des Murngin est composée de deux tribus, celle
du Nord et celle du Sud. Chacune d’entre elles est formée de quatre clans A, B, C, D
indexés d’un N ou d’un S suivant I’appartenance a 1’une ou 1’autre des tribus.

S’étant rendu compte des méfaits des mariages entre personnes du méme clan, ils ont
établi des régles sociales afin d’y remédier.

v" Regle 1 : Un homme de clan A épouse toujours une femme de clan B, un
homme de clan B épouse toujours une femme de clan A, un homme de clan C tribu du Sud
épouse toujours une femme de clan D, un homme de clan D épouse toujours
une femme de clan C. Ce mariage peut étre interne (a I’intérieur de la méme tribu) ou externe
(époux de tribus différentes). Ainsi un homme de clan An peut épouser une femme de clan By
si le mariage est interne, ou Bs si le mariage est externe.

v Régle 2 : Un enfant n’est pas élevé par ses parents mais il est recueilli par un autre clan de la

maniere suivante :

Si la mére est du clan An As Bn Bs Cn Cs Dn Ds
Alors I’enfant sera du clan Cs Cn Ds Dn An As Bn Bs

v Reégle 3 : Le type de mariage (interne ou externe) d’une fille est le méme que celui de ses
parents, celui d’un garcon est I’inverse de celui de ses parents.

1. Recopier et compléter I’arbre généalogique suivant
ou les carres schématisent un homme du clan inscrit ; .
dans ce carré, un cercle schématise une femme du — @ — @
clan inscrit dans ce cercle, deux traits paralléles
surmontés d’un i ou d’un e représente un mariage de
type interne ou externe, une fleche signale un enfant ?
issu d’un mariage. @ —

2. Par la suite, chacun des 8 clans est codé par un triplet
(a,b,c) défini de la maniére suivante : ?

e a=0sileclanest AouBeta=1sinon i

e b=0sileclanest AouCetb=1sinon

o ¢ =0si le clan fait partie de la tribu du Nord et ¢ = 1 sinon.

Par exemple le clan Ay est codé par (0,0,0).

a. Coder les sept autres clans.

b.  Un mariage entre un homme et une femme est entierement déterminé par la donnée du
clan de I’époux et par le type de mariage (interne ou externe). On peut donc le coder
par un quadruplet (a,b,c,d) ou (a,b,c) code le clan de 1I’époux comme précédemment
et d = 0 si le mariage est interne et d = 1 sinon. Ainsi (0,0,0,1) code le mariage entre
un homme de Ay et une femme de Bs.

Un homme de Cn épouse une femme de Dn. Quel est le code de leur mariage ? Quel
sera le code du mariage d’un de leur fils ?

c. Une femme dont le clan est codé (0,1,1) se marie avec un homme de ’autre tribu.
Quel est le code de son mariage ? Quel sera le code de mariage d’une de ses filles ?

3. Ondit que deux entiers m et m 'sont équivalents et on écrit m=m', s’ils ont la méme parité,
¢’est-a-dire qu’ils sont tous les deux pairs ou tous les deux impairs.
a. Justifier que si m=m"alors, quel que soit I’entier p, m+ p=m'+ p
b. Justifier que si x=a+1alors a=x+1
c. Justifier que, quel que soit I’entier p, m=m+2p

(]
|



4.

Dans la suite on dira que les quadruplets (m,n, p,q) et (m',n", p',q") sont équivalents si
m=m'n=n', p=p, q=q'.

On considére un mariage de type (a,b,c,d) .
a. Montrer que le code du clan de 1’épouse est équivalenta (a,b+1,c+d) . On pourra

faire d = 0, puis d =1.
b. Le code du clan d’une épouse étant (X,Y,z) déterminer celui d’un de ses enfants.

c. Endéduire que le code du clan d’un enfant issu d’un mariage de type (a,b,c,d) est
équivalenta (a+1Lb+la+c+d+1).
On désigne par f (M) et g(M) les types de mariage respectifs d’un garcon et d’une fille issus

d’un mariage de type M.
Déduire de 4.c I’expression de f (M) si M est de type (a,b,c,d) .

Déterminer le code du clan de 1’époux d’une femme du clan (a+Lb+la+c+d+1)
En déduire I’expression de g(M) si M est de type (a,b,c,d) .

Verifier que f(g(M))=g(f(M)) et en déduire que le mariage entre un homme et la
fille du frére de sa mére est permis.

oo o



Correction :

a.

As

Bn Bs Cn Cs Dn Ds

(0,0,1)

(0,1,0) 0,1, (1,0,0) (1,0,1) (1,1,0) 1,1,1)

b.
C.

Code du mariage : (1,0,0,0) ; code du mariage d’un fils : (0,1,0,1)

L’épouse étant de Bs et le mariage étant externe, son époux est du clan As. Le code du
mariage est donc (0,0,1,1).

Sa fille est du clan Dy, son mariage étant externe elle épouse un homme de Cs. Le
code du type de mariage sera (1,0,1,1).

On remarque que les clans A et B échangent leurs épouses et qu’il en est de méme
pour C et D. Donc la premiére composante ne change pas.

Les clans A ou C prennent leurs épouses dans B ou D et inversement. Par conséquent
la deuxiéme composante est modifiée, ce qui revient a lui ajouter 1.

Si d =0, la troisieme composante est inchangée (méme tribu), si d = 1, elle est
modifiée ce qui revient a lui ajouter 1. Dans les deux cas elle devient ¢ + d.

Le code du clan de I’épouse est équivalent a (a,b+1,c+d).

Si le clan de la mere est A ou B celui de I’enfant est C ou D, ce qui modifie x en x + 1.
De méme si le clan de la mére est Cou D, celui de I’enfant est A ou B. Donc dans les
deux cas x est modifié en x + 1.

Si le clan de la mere est A ou C, celui de I’enfant est C ou A. De méme si le clan de la
meére est B ou D, celui de I’enfant est D ou B. Donc y n’est pas modifié.

On remarque que si x = 0 (quatre premiéres cases) la tribu change tandis que si x = 1
la tribu ne change pas, ce qui revient dans les deux cas a ajouter x + 1. Donc z est
modifiéenz +x + 1.

Finalement le clan de I’enfant est équivalenta (x+1,y,z+x+1).

En remplagant x par a, y par b +1 et z par ¢ + d, on obtient que le code du clan de
I’enfant est (a+1,b+la+c+d+1).

f(M)est équivalenta (a+1b+la+c+d+1d+1) car il suffit de se rappeler qu’un
garcon inverse le type de mariage de ses parents.

Si (u,v,w) désigne le clan de I’époux alors d’aprés 4b, on doit avoir
(uv+Lw+d)=(a+lLb+la+c+d+1),cequirevientau=a+1, v=bet
w=a+c+1.

Comme la fille garde le type de mariage de ses parents, on a
gM)=(a+Lb,a+c+1d)




d.

f(gM))=f(a+lb,a+c+1l,d)=(a,b+1l,2a+c+d+3,d) =(a,b+Lc+d+1d)
g(f(M))=g(a+Lb+lLa+c+d+1Ld+l)=(a+2,b+L2a+c+d+3,d+2)
=(a,b+lc+d+1d)

Les deux personnages ont une mére pour [’un et un pere pour 1’autre qui sont fréres et
sceurs et donc issus d’un méme mariage M. Le mariage de la mére est donc du type
g(M), celui de son fils du type f (g(M)). Le mariage du pére est du type f (M), celui de
sa fille g(f (M)). Comme f (g(M) est équivalent a g(f (M)), nos deux personnages

peuvent se marier.
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