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OLYMPIADES 2023
Partie académique
Exercice 2 (a traiter par tous les candidats)

Carrés magiques - Correction

. Carrés magiques

. Le carré est magique car les dix sommes valent toutes 34 et est normal car il y figure tous les entiers de 1 3 42.

. Un carré d’ordre n constitué du méme entier a dans chaque case est magique car toutes les sommes coincident
et valent n X a mais n’est évidemment pas normal.

. Dans un carré magique et normal d’ordre n, on note S,, la somme des nombres le constituant.
9(9+1
a) Sg=1+2++3>=1+2++9="2"=4s5
2 2 1

b) Sp=1+2++n?="010

. Reprenons le carré de Luo Shu.

a) Sion échange deux nombres dans ce tableau, le carré n’est plus magique.
En effet, notons a et b les deux valeurs échangées. Ces deux valeurs ne peuvent pas étre présentes a la fois
sur la méme colonne et la méme ligne. Notons CL une lighe ou colonne ol apparait initialement le nombre
échangé a et ol b n’y apparaissait pas.
La somme des valeurs constituant initialement CL est 15. Suite a la permutation de a et de b, la somme vaut
désormais 15+b-a#15. Or, un carré magique d’ordre 3 voit ses 3 lignes et 3 colonnes ayant une somme de

valeurs égale a 15 (=S5 /3=45/3).

b) En échangeant les nombres du tableau, S5 est évidemment inchangée par commutativité de la somme.

. Une méthode de construction de carrés magiques

. a) Le 1 seretrouve placé dans la case vide en dessous du 5. 4l 92

Le 9 se retrouve placé dans la case vide au-dessus du 5.

b) Une fois placé les valeurs 1 et 9, il suffit de placer le nombre 3 par I’enroulement de la g | 11| 6
figure obtenue en faisant coincider les deux bords verticaux accentués : le nombre 3
se place ainsi a gauche du nombre 5 et le nombre 7 a droite. 9

. On commence par remplir une diagonale sur deux par les nombres entiers

successifs compris entre 1 et 25 (25 car 52 cases). 1
On obtient ainsi la figure suivante : o 5
11 7 3
16 12 8 4
1
21 17 13 9 5
22 18 14 10 6 2
23 19 15 11 24 7 20 3
24 20 16 4 [12]|25| 8 |16 4
25
- 21 17| 5 | 13|21 9

Il suffit ensuite d’enrouler les parties extérieures au

carré en faisant se superposer les traits doublés horizontaux
délimitant le carré central d’ordre 5, puis en faisant de méme avec 236 1191 2 (15
les traits doublés verticaux. On aboutit alors au carré suivant : 24 20

22 (| 10 | 18 1 14 | 22 || 10

25




I suffit ensuite de vérifier que le carré central est bien un carré magique en calculant la somme de chaque ligne et de
chaque colonne puis de chaque diagonale :
e 11+24+7+20+3=65

e  4+12+25+8+16=65
e 17+5+13+21+9=65
e 10+18+1+14+422=65
e 23+6+19+2+15=65
e 11+4+17+10+23=65
e 24+12+45+18+6=65
e 7+25+13+1+19=65 11 | 24| 7 | 20| 3
e 20+8+21+14+2=65
e 3+16+9+22+15=65
e 11+12+13+14+15=65 171 5 |13 |21 | 9
e 23+18+13+8+3=65

10 | 18 1 14 | 22

Il existe au moins un carré magique d’ordre 5 : 23| 6 | 19| 2 | 15

C. Carrés magiques d’ordre 3 - Cas général

1. M=a+b+c=d+e+f=g+h+i=a+d+g=b+e+h=c+f+i=a+te+i=c+e+yg

2. En considérant les quatre sommes ou e apparait, on a:
AM=([d+e+f)+(b+e+h)+(a+e+i)+(c+e+g)
puis, en réordonnant,4M = (a+b+c)+(g+h+i)+(d+e+f)+3e=3M+3e
On adonc bien4M = 3M 4+ 3e, puise = %

3. Onposex =e—aety=e—c.
Onadonca =e —xetc =e—y.Deplus,
e a+b+c=M=3eetdonch=3e—a—c=3e—(e—x)—(e—y)=e+x+y.
* b+e+h=M=3eetdonch=3e—b—-—e=3e—(e+x+y)—e=e—x—y.
* c+e+g =M=3eetdoncg=3e—c—e=3e—(e—y)—e=e+y.
e at+e+i =M=3eetdonci=3e—a—e=3e—(e—x)—e=e+x.
* a+d+g =M=3eetdoncd=3e—a—g=3e—(e—x)—(e+y)=e+x—y.
* d+e+f=M=3eetdoncf =3e—d—-—e=3e—(e+x—y)—e=e—x+y.

4. On sait qu’alors S3 = 45. Or, en ajoutant les coefficients du tableau précédent, on aussi S5 = 9e.
Ainsi, 9e = 45 et donce = 5.

5. |l faut étudier différents cas :

e Sion place « 1 » en haut a gauche, la somme de la diagonale étant 15, le nombre en bas a 1
droite est « 9 ». La somme des deux cases a situer a droite de « 1 » doit étre 14, c’est donc 5
nécessairement « 8 » et « 6 ». Or ces deux valeurs soulevent une contradiction car 9 + 8 = 9
17et9+ 6 = 15...
e Parrotation, « 1 » ne peut étre positionné dans aucun coin.
e «1»estdonc positionné au milieu d’une ligne/colonne, il y a quatre possibilités. 1
5

Travaillons avec le cas ou « 1 » est situé au milieu de la ligne du haut, ce quiimpose « 9 » au

milieu de la ligne du bas et les cases adjacentes a « 1 » sont « 8 » et « 6 ». Une fois ces deux 9
valeurs placées, les autres s’en déduisent, ce qui nous donne deux carrés magiques 3 11 16
différents : un avec le « 8 » a droite du « 1 » et un avec le « 8 » a gauche. 5




Voici le raisonnement ou on déduit la position forcée des quatre nombres entiers restant a placer 2, 3,4 et 7
dansle casol le « 8 » est adroite du « 1 »:

La diagonale avec le « 8 » et le « 5 » implique que la valeur manquante est « 2 » puisque la

8 |1 |6
somme totale vaut 15 ; I'autre diagonale, avec le « 6 », a pour valeur manquante le « 4 ». 5
On peut vérifier que la ligne complétée est bien de somme 15. 2 19 |2

Pour finir de compléter le carré, il suffit de travailler par colonne, la somme totale valant 15 e

t de vérifier
gue les sommes conviennent.

8 |1 |6
3 5 7
Le nombre « 1 » pouvant étre situé a quatre endroits, ca donne un total de huit carrés 4 19 |2

magiques normaux d’ordre 3, ces 8 carrés magiques se déduisant les uns des autres par une symétrie du
carré de Luo Shu :

o 4 | 9 | 2
Voiciles 8 : 3057
8| 1] 6

419 |2 8|1 |6 6 |18 2 19 |4

31517 3157 71513 71513

8|16 4 19 |2 219 |4 6 |18

9!5 1|1 1195 915]|1 1195

41318 81413 21716 6127




Exercice 1 (a traiter par les candidats suivant I’enseignement de spécialité de la voie générale)

Au pays des heureux — Eléments de correction

1. On considere, dans cette question uniquement, la composition ci-contre.
a) Le Max de cette composition est :
I1x1+1x2+1x3+1x4+1x5=15

b) Jusqu'a 5 c'est évident. Ensuite,

6 =1+5;,7=2+5;8=3+5;9=4+5;10=5+4+1
11=5+4+2;12=54+4+3;13=5+4+3+1; 14 =5+ 4+ 3 + 2etenfinl5 =

5+ 4 + 3 + 2 + 1.Lacomposition est bien complete.

2. On considére, dans cette question uniquement, la composition ci-
contre.

a) Le Max de cette composition est :
1X14+1Xx34+1X54+2x%Xx7+2x9 =41

b) Cette composition n’est pas complete car on ne peut pas atteindre 2 (par exemple).

3. Cette composition est clairement désirée.
Le Max de cette compositionest1 + 2 X 2 + 3 X3 = 14,
On peut atteindre 1,2,3,4(=3+1),5(=3+2),6 (=3+2+1),
7=2+2+3),8(=2+3+3),9(=3+3+3),10(=1+3+3+

3),11(=2+3+3+3),12(=1+2+3+3+3),13(=2+2+3+3+3)et14(=1+2+2+3 +

3 + 3). Elle est donc complete.

4. a) Le Max de cette compositionest 1 + 2 X 2 = 5 et on peut atteindre 1, 2, 3, 4 et 5. La composition est

complete.

disponibles

Valeur en heureux 3
Nombre de pieces 1
disponibles

Valeur en heureux | 1 9
Nombre de piéces

. . 1 2

disponibles
Valeur en heureux 3
Nombre de piéces 3

b) D’apres la question précédente, tous les nombres de 1 a 5 peuvent étre atteints. En ajoutant 5, tous les
nombres de 6 a 10 peuvent étre atteints. En ajoutant encore 5, tous les nombre de 11 a 15 peuvent étre
atteints. En ajoutant encore 5, tous les nombre de 16 a 20 peuvent étre atteints. Or 20 est le Max de la

composition qui est alors compleéte.

c) Enitérantle procédé a partir de la composition précédente, avec les 10 en plus, on peut atteindre tous les
nombres de 21 a 60, puis en rajoutant les 50, tous les nombres de 61 a 310. La composition de départ est

donc complete.

5. Dans cette question, on souhaite construire des compositions parfaites, c’est-a-dire des compositions

désirées, completes, les moins lourdes possibles.

a) On abesoin d’une piece de 1 et de deux pieces de 2 pour atteindre 1, 2, 3, 4 et 5. L’entier suivant étant 6,
la valeur en heureux suivante ne peut pas étre strictement supérieur a 7 sinon, 6 ne sera pas atteint. On
sait déja que la composition de la question 4.b) est désirée et compléte. Reste a vérifier si la composition

proposée dans cette question I'est aussi ( ce qui est bien le cas...). Ell est alors plus légere et devient la

composition parfaite a 3 valeurs.

b) Avec le méme raisonnement, on trouve que la composition parfaite a 4 valeurs est

Valeur en heureux | 1

24

Nombre de piéces
disponibles

4

c) La composition a p valeurs étant parfaite, il n'est pas nécessaire d’ajouter une valeur inférieure a Max. La
plus grande valeur possible ensuite pour que la composition soit parfaite est donc Max+1.




Exercice 1 (a traiter par les candidats ne suivant pas I’enseignement de spécialité de la voie générale)

Exercice 1 non spé - Un arbre pythagoricien - Correction
1. Voir annexe.

2. M Pitt Hagor récolte 2 fruits la premiére année, 4 la deuxiéme année et 8 la troisiéme année.

3. Pourn > 1, on note N(n) le nombre de nouvelles branches apparues sur I'arbre 'année n.
OnaN(1) =2etN(2) = 4.
a) N(3)=8,N(4) =16etN(5) = 32.
b) N(n+ 1) = 2N(n).
c) N(n) =2"

4. a) Développer (a —1)(1 + a + a? + a® + -+ + a™), puis utilisez un télescopage.
b) 1l suffit de remplacer a par 2 dans 'expression ci-dessus.
c) En notant S(n) le nombre total de fruits 'année n,
Sm)=N1)+NQR)+-+-Nn)=2+2%+..2"=2"1 -2

5. a) N(10) = 210 et S(10) = 211 — 2
donc la masse de la récolte la 10¢me année est (211 — 2) x 5 =10 230 g = 10,23 kg.
b) Onveut (2" — 2) x 5 > 10°. A la calculatrice, on trouve n = 18.

Hauteur del'arbre : Pourn > 1, On notera c(n) lalongueur du c6té d’'une
des branches nouvellement apparues en meétres au printemps
2020+n (n°™¢ année) et on notera d(n) la hauteur du bourgeon d’une des
branches nouvellement apparues en metres au printemps
2020+n (n°™¢ année).

c(1) d(1
6. a) Avec le théoreme de Pythagore, on trouve c(1) = \/2—7 metres.

b) De maniere immédiate (voir schéma), la hauteur de I'arbre en
2021 est 1+ 2d(1).

Avec le théoreme de Pythagore, on trouve d(1) = % meétres.

La hauteur de I'arbre la premiére année estdonc 1 + 2d(1) =1+ 2 X % = 2 métres.

7. a) 1+ 2d(1) + c(2) de maniére immédiate (voir schéma).
b) Avec le théoréme de Pythagore, on trouve c(2) = %

La hauteur de I'arbre en 2022 est 1 + 2d(1) + c(2) = 2 +% = 2,5 metres.

8. En 2023, la hauteur de I'arbre est 1 + 2d(1) + ¢(2) + 2d(2) = 2,5+ 2 X % = 3 métres.

En 2024, la hauteur de I'arbre est 1+ 2d(1) +¢c(2) + 2d(2) + c(3) =3 + gmétres.




ANNEXE — Arbre pythagoricien
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