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Boites de macarons inversibles|

Un triplet ( A ; B; C) est dit "pythagoricien" si A, B, C sont des entiers naturels non nuls tels que A%+ B? = C?

Partie 1 : Triplets pythagoriciens contenant 2021

1) Les triplets ( 2021 ; 180 ; 2029 ) et ( 2021 ; 1520 ; 2529 ) sont-ils pythagoriciens ?
2 ) Soit un triplet pythagoricien (2021 ;B ; C)
a) Montrer que (C—B)(C+B)=2021?2
b ) Sachant que 2021 =43 x 47 (1; 2021; 43 et 47 étant les seuls entiers naturels diviseurs de 2021),

déterminer tous les triplets pythagoriciens de la forme (2021 ;B ; C).

Partie 2 : Application des triplets pythagoriciens :

Un patissier vend des boites carrées remplies de deux sortes de macarons (représentés par des disques gris et
noirs). Ce patissier veut trouver des boites ou il peut former un carré central de macarons gris entouré de macarons
noirs, puis un carré central de macarons noirs entouré de macarons gris sans changer le nombre de macarons de
chaque sorte (pour avoir deux présentations différentes d'un méme produit) : on dira que ces boites sont
"inversibles", comme dans I'exemple ci-dessous d’une boite de 100 macarons composée de 64 macarons gris et de
36 macarons noirs.

1) a) Al'aide de la boite inversible ci-dessus, montrer qu’il existe une boite inversible contenant 400 macarons,
puis une boite inversible contenant 1600 macarons.

b ) Montrer gqu’il existe une infinité de boites inversibles.

Pour une boite inversible on note : G le nombre de macarons gris,
N le nombre de macarons noirs,
T le nombre total de macarons.

2 ) Justifierque G= A%, N=B%et T=C? ou (A; B; C) est un triplet pythagoricien.

3 ) Montrer gu’il n’existe pas de boite inversible contenant autant de macarons gris que de macarons noirs (on
pourra utiliser le fait que \/E est irrationnel : \/2 ne peut pas s'écrire comme le quotient de deux entiers).

4) a) Justifier par des arguments géométriques que G, N et T sont pairs.
b ) On rappelle qu'un entier est impair s’il peut s’écrire sous la forme (2p + 1) avec p entier.
Démontrer que le carré d’un entier impair est impair.

c ) Déduire que A, B et C sont pairs.

5) a) Soient X, Y, k entiers naturels non nuls avec X <y : montrer que ( 2kxy ; k(y? - x?) ; K(x® + y?) ) est pythagoricien.
b)) Dans cette question on admettra que, a une inversion de A et B prés, les triplets pythagoriciens ( A, B, C) avec
A, B, C tous pairs sont ceux de la forme ( 2kxy ; k(y? - x?) ; K(x* +y?) ) avec :
e Kk entier naturel non nul,
e Xety entiers naturels impairs tels que X <.
Le patissier souhaite trouver les trois plus petites boites inversibles (c’est-a-dire les trois plus petites valeurs

de T possibles) : en faisant varier k, X, y de fagon ordonnée, déterminer les valeurs de T, G, N pour chacune
de ces trois boites.



Proposition de solution (D’autres méthodes restant possibles) :

Partiel:

1)180%+2021%=4 116 841 = 20292 donc ( 2021 ; 180 ; 2029 ) est pythagoricien.

20212 +1520% = 6 394 841 et 25292 = 6 395 841 donc ( 2021 ; 1520 ; 2529 ) n’est pas pythagoricien (attention au

chiffre des milliers !)

2)a)2021%2+B2=C? & 20212=C2-B?=(C-B)(C+B)

b)SoientX=C—BetY=C+Bona: X<Yet XY=2021?% (alors C=(X+Y)/2etB=C—-X),

Or20212=432x47*=43 x43 x 47 x 47 d’ou les valeurs de X a envisager :

o X=1etY=43x43x47x47 :ontrouve C=(X+Y)/2=2042221etB=C—X=2042220
o X=43etY=43x47x47: C=47515etB=47472

e X=432etY=47?: C=2029etB =180

o X=47etY=43x43x47:C=43475etB=43428

D’ou les triplets solutions :

(2021;180;2029) ; (2021;43428;43475) ; (2021;47472;47515) et (2021;2042220;2042221).

Partie 2 :

1) a ) On obtient encore une boite carrée inversible en remplagant dans I'exemple chagque macaron par un carré
de macarons 2 x 2 de méme couleur, d’ou 400 macarons (autre facon de raisonner : on peut aussi placer 4
boites de 100 macarons cbte a cote en carré de 2 x 2, et rapprocher les carrés de macarons centraux de

méme couleur au centre de 'ensemble, on obtient bien alors une boite inversible)

On procede la méme fagon en partant de la boite inversible de 400 macarons pour obtenir une boite

inversible de 1600 macarons.
b ) En réitérant ce processus, on peut obtenir des boites inversibles contenant 100 x 4" macarons, d’ou une
infinité de boites carrées inversibles.

Remarque : on peut aussi penser a remplacer chaque macaron par des carrés de macarons n x n de méme

couleur, d’ou une infinité de boites inversibles du type 100 x n2.



2 ) Les macarons noirs, gris et totaux formant tous des carrés dans la boite inversibleona G=A%; N=B?; T=C2

Or T=G+NdoncC?=A%?+B?d'ou (A; B; C) triplet pythagoricien.
3)T=G+N doncsiG=Nalors T=2G dou C?>=2A? donc 2 = C2/A? donC\/E = C/A : impossible car\/E irrationnel

4)a)G et Nsont pairs car lorsqu’ils entourent le carré central, les macarons peuvent se décomposer en un nombre

pair de lignes et un nombre pair de colonnes. On déduit que T = G + N est aussi pair.
b)) Soit X = 2p+1 impair, X2 =4p?+4p +1=2(2p?+2p ) +1 = 2P+ 1 avec P = 2p? + 2p entier, donc X? est impair.
¢ ) On sait G = A est pair, or si A était impair A2 serait impair, donc A n’est pas impair, donc A est pair.
Méme raisonnement pour B et C.
5) a) Soient A =2kxy; B=Kk(y?-x?); C=Kk(x*+Yy?) : A, B, Csont des entiers naturels non nuls avec :
A?+ B2 =4k2x2y% + K2(y2 - x2 )2 = 4Kk22y2 + K2(y* + x4 = 2y2x2 ) = K2(y* + X+ 2y2x? ) = K3 (y2 + x2 )2 = C?
Donc ( A; B; C) pythagoricien.
b) Il s’agit de trouver les 3 plus petites valeurs de T = C? et donc de C.

Ayant montré que ( A ; B; C) est un triplet pythagoricien avec A, B, C tous pairs, on ordonne la recherche sur

C=Kk(x2+y?) (selon la formule proposée) suivant les valeurs de K puis X puis y (avec y > X et impairs)

k=1: x=1; y=3onobtient C=10
y =5 on obtient C=26
y =7 on obtient C=50 et on s'arréte pour y car les valeurs suivantes de C seront supérieures
aux 3 précédentes.
X=3; y=5o0nobtient C=34
y =7 :ons'arréte poury car les valeurs suivantes de C seront supérieures a 34.

X=5; y=7:ons"arréte pour X car les valeurs suivantes de C seront supérieures a 34.

k=2: x=1; y=3 onobtientC=20
Yy =5 on s'arréte pour Y car les valeurs suivantes de C seront supérieures a 26

X=3; y=5 ons'arréte pour X car les valeurs suivantes de C seront supérieures a 26.

k=3: x=1; y=3:C=30

On s'arréte-la pour K car les valeurs suivantes de C seront supérieures a 26.



Donc C=10;20; 26 et avec A = 2kxy et B = k( y* — x? ) on déduit les valeurs de A et de B correspondantes :

PourC=10: k=1;x=1;y=3d'ouA=6;B=8

Boite 10 x 10 : T=C2= 100 macarons : G=A2= 64 d'une sorte et N= B2 = 36 de I'autre (donnée en exemple).

PourC=20: k=2;x=1;y=3douUA=12;B=16

Boite 20 x 20 : T = 400 macarons : G = 144 d'une sorte et N = 256 de I'autre (trouvée au l) 1) a) )

PourC=26: k=1;x=1;y=5douA=10;B=24

Boite 26 x 26 : T = 676 macarons : G = 100 d'une sorte et N = 576 de I'autre.

Réciproquement : A strictement parler, il n’a pas été clairement prouvé précédemment que les conditions sur C sont

suffisantes (seulement nécessaires), donc on doit vérifier que réciproquement cette derniére boite de 26 x 26 est
bien inversible par exemple par un dessin de ce type (celles a 100 et 400 macarons ayant été trouvées dans 1l ] 1) a

), il n’est pas utile de le vérifier ) :

A
y
F 3
v

Nombre de lignes dans le cadre noir : (26-10)/2 = 8, et on a bien 4 x 8 x 10 + 4 x 82 = 576 macarons noirs
Nombre de lignes dans le cadre gris : (26-24)/2 = 1, et on a bien 4 x 1 x 24 + 4 x 1 = 100 macarons gris

On a vérifié que, réciproquement, la boite 26 x 26 est bien inversible.



Découpage complet d’un disque et nombre de parties

On considéere un disque qu’on découpe suivant un nombre C de cordes, concourantes ou non (on

rappelle qu’une corde d’un cercle est un segment dont les extrémités sont 2 points distincts du cercle).

On obtient alors un nombre P de « morceaux de disque » que I'on appellera parties.

Dans tout 'exercice on supposera qu’a l'intérieur du disque (c’est-a-dire en dehors des points du

cercle), chaque intersection de cordes n’appartiendra qu’a deux cordes seulement, ces intersections

seront appelées « intersections simples ».
On note S le nombre d’intersections simples.

Dans I'exemple d’illustration ci-dessus,onaC=6;P=11etS=4.

Partie | : Relation entre P, CetS:

1)a) Tracer la corde [AB] dans le disque ci-dessus puis préciser les nouvelles valeurs de C, P, S.
b ) Tracer la corde [MN] (en plus de [AB] ) puis préciser les nouvelles valeurs de C, P, S.

¢ ) Tracer la corde [AN] (en plus des 2 précédentes) puis préciser les nouvelles valeurs de C, P, S.

2 ) Etude du cas général :
On considére un disque contenant C cordes, P parties et S intersections simples.
On trace une nouvelle corde [AB] et on note k le nombre d’intersections simples sur la corde [AB]
(k entier naturel, pouvant étre nul), P’ le nombre de parties, S’ le nombre d’intersections simples
et C’' le nombre de cordes dans le disque.
a ) Justifierque S’ =S+ ket que P’ =P + k + 1 puis montrerque P’-S - C' =P-S-_C.

b ) Déduire que, quel que soit le nombre C de cordes tracées dans le disque,ona:P-S-C=1.



Partie Il : Application au découpage complet d’un disque : conjectures et calculs.

On considére N points distincts deux a deux Ay, ..., Ay sur un cercle (N entier naturel non nul).
Chaque point est relié a tous les autres par des cordes (on dira qu’on a un découpage complet du
disque). Comme dans la Partie I, on suppose que les points d'intersection des cordes a I'intérieur du

disque sont des intersections simples.

On note : Cn le nombre de cordes,
Sy le nombre d’intersections simples,

Pn le nombre de parties dans le disque.

1) Voici les 5 premiers cas de figure :

A1 A1 A

A1 Al
As
AZ AZ AZ A2
Ay A,
A3 A3

Az

a ) Préciser les valeurs de Py, P,, Ps, P4, Ps.

b ) Au vu de ces premieres valeurs de Py, conjecturer les valeurs de P¢ et de Ps.
Cas général : dans la suite, on considére N points A, A,, ..., Ay sur le cercle.

2 ) Soit Axun des points sur le cercle (1 <k<N).

Combien de cordes contiennent le point A ? Déduire que Cy = N(N_l).

3 ) On admet qu’il y a 24 facons d’ordonner 4 éléments{A;B;C; D }.
(Par exemple{A;B;C;D}; {A;B;D;C}; {A;C;B;D};..; {D;C;B;A})

N(N-1)(N-2)(N-3)
24 ’

Montrer que Sy =

N(N-1)(N*-5N+18)
24 ’

4) Etablir que Py =1+

5)a ) Retrouver par le calcul les valeurs de P1; P> ; Ps; Ps; Ps puis calculer Pe.

b ) Existe-t-il un entier naturel N tel que Py = 256 ? Préciser.



Proposition de solution (D’autres méthodes restant possibles)

Partie |

1)a) Entracant la corde [AB] on compte C = 7 cordes, P = 12 parties et S = 4 intersections simples.

b ) En ajoutant [MN] on trouve : C=8; P=19;S=10.

c) En ajoutant [AN] on trouve : C=9;P=24;S=14.

2)a)e S'=S+k:

Dans cet exercice les k intersections sur [AB] étant supposées simples elles sont toutes
distinctes des S intersections précédentes (car autrement elles seraient intersection de 3
cordes, donc pas simples) donc elles s’ajoutent aux S intersections précédentes.

e PourP'=P+k+1:

Si k=0, [AB] sépare une partie en 2, d’ou I'ajout d’'une partie doncP’=P+0+1

Sinon soient |y, ..., Ik les intersections simples sur [AB] : les k+1 segments [Al1]; ...; [ lk1l] ;

[1kB] séparent une partie en 2, d’ou I'ajout de k + 1 parties dans le disque, donc P’ =P + k +1.

e Parajoutdelacorde[ABJonadoncP’'=P+k+1; S=S+ketC'=C+1dol:

PP-S-C=(P+k+1)—-(S+ k)-(C+1)=P-S-C.

b ) Le résultat précédent montre que I'ajout d’une corde dans le disque ne change pas la valeur
de P -S—C, laquelle reste donc constante quel que soit le nombre C de cordes, or pour C=0
corde on a le disque dans son entier doncdanscecasP-S—-C=1-0-0=1, donc quel que

soit le nombre Cde cordesona:P-S—-C=1.



Partie Il

1)a) On compte successivement : P1=1;P,=2;P3=4;Ps=8; Ps =16 parties dans le disque.

b ) Avec ces premiers exemples on observe que lorsqu’on ajoute un point sur le cercle, le nombre

de parties double ce qui nous ameéne a conjecturer que Ps= 2xP5 = 32 et Pg = Pgx2x2x2 = 256.

2 ) Les cordes contenant Ax s’obtiennent en reliant Ax au (N-1) autres points, d’ou (N-1) cordes.

Comme il y a N points, on déduit que I'on peut former Nx(N-1) cordes en tout, mais ce faisant

chaque corde sera comptée deux fois ( [ ApAq] et [ AgAp] ) d’ou le nombre de cordes Cy = N(A;_l).

3 ) Les intersections étant simples, chaque intersection peut étre associée de maniéere unique a 4
points que I'on pourra noter A, B, C, D, et inversement, par contre |'ordre des points A, B, C,D

est indifférent pour y associer son intersection simple.

Comme il y a N points pour le choix de A, associés a (N-1) autres pour B, (N-2) autres pour C et
(N-3) autres pour D, on a donc N(N-1)(N-2)(N-3) facons de choisir 4 points parmi N, mais par ce

mode de calcul on compte (on distingue) les différents ordres de A, B, C, D possibles donc le

N(N-1)(N-2)(N-3)
24 )

nombre d’intersections simples est Sy =

Remarque : ce raisonnement suppose N >4 mais pour N=1; 2; 3on a Sy =0 donc cette formule reste valable.

4) Avecla Partiel)2)b),onaPy =1+Sny+Cn etavec2)et3)précédents on déduit que :

N(N-1)(N-2)(N-3) . N(N-1)
24 2
N(N-1)[(N-2)(N-3)+12]
24

PN =1+

=1+

N(N-1)(N*-5N+18)
24 )

=1+

5) a) Avec cette formule on retrouve P1 =1, P, =2, P3 =4, P4 =8, Ps = 16 comme observé au 1) a),

par contre on trouve Ps = 31 (et non 32 contrairement a ce qui a été conjecturéaul)b)!!)

b ) Avec un tableau de valeurs obtenu a la calculatrice on obtient P1p = 256 (et non pour Pg ( =

162) contrairement a ce qui a été conjecturéaul)b) !l).

Moralité : conjecture ne vaut pas propriété, observation (méme convaincante) ne vaut pas démonstration !
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