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Exercice	3	:		Philuménistie	
1) De	plaque	en	plaque…	
a) 3 19T = 		
b) Voir	l’annexe.	On	obtient	:	𝑇! = 31.	
c) Pour	tout	entier	𝑛 ≥ 1,	 1 3n nT T n−= + × 		

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

2) On	considère	l’algorithme	suivant	en	langage	naturel	et	sa	programmation	en	Python	
a) Ces	lignes	génèrent	la	liste	des	valeurs	de	 nT 	pour	 ß ®0;n k∈ 		

b) Si	 5k = 	,	l’algorithme	renvoie	la	liste	[1, 4, 10, 19, 31]	
c) 36n = 	(Voir	annexe)	
(i) 𝑇!" = 1999	est	le	premier	𝑇!	se	terminant	par	3	chiffres	identiques.	
(ii) 𝑇!" + 𝑇!" = 235+ 1786 = 2021.	

	
3) On	admet	que,	pour	tout	entier	naturel	𝑛	non	nul	:	

		𝑆! = 1+ 2+ 3+⋯+ 𝑛 = !(!!!)
!

	
a) Pour	tout	entier	𝑛 ≥ 1,	 1 3n nT T n−= + × 	donc		
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b) On	a	donc	 ( 1) 3 ² 3 21 3
2 2n

n n n nT + + +
= + × = 	.	

c) Pour	réaliser	la	plaque	100,	il	lui	faut	donc	prévoir	 100 15151T = 	allumettes.	
	

Algorithme	en	langage	naturel	
	

	

Programme	en	Python	
	
	

	



Partie	B	–	Construction	pyramidale	en	3D	

1) Etude	de	la	conjecture	de	Leblanc.	

a) 

𝑃! = 1 = 7×0 + 1
𝑃! = 1 + 4 = 5 = !"×!!!"

!
𝑃! = 1 + 4 + 10 = 15 = 7×2 + 1
𝑃! = 1 + 4 + 10 + 19 = 34 = !"×!!!"

!

Donc la conjecture est correcte jusque là ... 	

	

b) 
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⎪× + = ⎪⎪
⎬= + + + + + =
⎪

× − ⎪=
⎪⎭

Donc	François	Pignon	ne	peut	dire	:«	C’est	juste,	Leblanc.	»	

	
2) Etude	de	la	conjecture	de	Marlène.	

On	admet	que,	pour	tout		𝑛	entier	naturel	non	nul	:			

𝐶! = 1²+ 2²+ 3²+⋯+ 𝑛² =
𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)

6 	

	

a) 

𝑃! = 1 = !∗!∗!
!

+ 0 + 1

𝑃! = 1 + 4 = 5 = !∗!∗!
!

+ 1 + 1

𝑃! = 1 + 4 + 10 = 15 = !∗!∗!
!

+ 2 + 1

𝑃! = 1 + 4 + 10 + 19 = 34 = !∗!∗!
!

+ 3 + 1

Donc	la	conjecture	est	correcte	jusque	là….	

b) D’après	la	partie	A	3)b),	on	a	 3 ² 3 2
2n

n nT + +
= donc	 3 3(1² 2² ... ²) (1 2 ... ) 1

2 2nP n n n= + + + + + + + + + .	

Donc	 3 3 1
2 2n n nP C S n= + + + .	

c) On	a	:	 3 3 1
2 2n n nP C S n= + + + 	donc		 ( 1)(2 1) 3 ( 1) 1

4 4n
n n n n nP n+ + +

= + + + .	

Après	factorisation	par	 ( 1)n + ,	on	obtient	:
( ) ( )( )2 2( 1) (2 ) 3 4 1 2 2

4 2n

n n n n n n n
P

+ + + + + + +
= = .	

d) François	Pignon	peut	donc	affirmer	que	«	Marlène	Hatorré	a	raison.	»	
	

3) François	 Pignon	 doit	 prévoir	 100P =515	 201	 allumettes	 pour	 une	 pyramide	 constituée	 des	
plaques	0	à	100.	

	
	
	
	
	



ANNEXE	
	
	

	
Partie	A	1)	b)	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	 Partie	A	2)	c)	 Compléter	le	tableau	suivant	:		
	
On	s’arrêtera	à	la	première	valeur	de	𝑇!	suffisante	pour	répondre	aux	questions	2)c)	(i)	et	2)c)	(ii)	
	
	
	
	

Plaque	3	
	
	
	

	

	
	

			Plaque	4	à	compléter	
	
	
	
	



Exercice	4	:	Phil-harmonie	
Partie	A		
	

1. Moyenne	harmonique	et	division	harmonique	
a. Moyenne	harmonique	des	nombres	1,	2,	3	et	6	

𝑀𝐻 1 ; 2 ; 3 ; 6 = !
!
!!

!
!!

!
!!

!
!
= 2	donc			𝑀𝐻 1 ; 2 ; 3 ; 6 = 2	

b. 6	en	division	harmonique	?		
Diviseurs	de	6	:	{1	;	2	;	3	;	6}	

𝑀𝐻 1 ; 2 ; 3 ; 6 = 2 ∈ ℕ	donc	6	est	en	division	harmonique	

c. Soit	n	un	entier	naturel	non	nul.		
On	pose	 	𝐷(𝑛) =  {𝑎!;𝑎!;… ;𝑎!}	

Alors	 	 	𝑁𝐷 𝑛 = 𝑘	
Et	 	 	𝑆𝐼𝐷(𝑛) = !

!!
+ !

!!
+⋯ !

!!
	

𝑛 en	division	harmonique⟺  𝑀𝐻 𝑎!;𝑎!;… ;𝑎! ∈ ℕ⟺!"(!)
!"#(!)

∈ ℕ	
2. Soit	n	un	entier	naturel	non	nul	

a. Pour	n=25	
𝐷(25) = {1 ; 5 ;  25}	;	𝑆𝐼𝐷 25 = !

!
+ !

!
+ !

!"
= !"!!!!

!"
= !"(!")

!"
		

Donc				25×𝑆𝐼𝐷 (25) = 𝑆𝐷 (25)	

Pour	n=35	

𝐷(35) = {1 ; 5 ;  7 ;  35}	;	𝑆𝐼𝐷 35 = !
!
+ !

!
+ !

!
+ !

!"
= !"!!!!!!

!"
= !"(!")

!"
		

Donc				35×𝑆𝐼𝐷 (35) = 𝑆𝐷 (35)	

b. Soit	n	un	entier	naturel	non	nul	et	𝐷(𝑛) =  {𝑎!;𝑎!;… ;𝑎!}	avec	les	diviseurs	𝑎! 	rangés	dans	
l’ordre	croissant.	
Sauf,	éventuellement	pour	le	diviseur	 𝑛	s’il	est	entier,	les	diviseurs	fonctionnent	par	paires	
sur	lesquelles	on	a	𝑎!×𝑎!!! = 𝑛	d’où	𝑛× !

!!
+ !

!!!!
= !

!!
+ !

!!!!
= 𝑎!!! + 𝑎! .	

Pour	le	diviseur	 𝑛	s’il	est	entier,	on	a	𝑛× !
!
= 𝑛.	

En	sommant	tous	les	termes,	on	obtient	𝑛× !
!!
+⋯+ !

!!
= !

!!
+⋯+ !

!!
= 𝑎! +⋯+ 𝑎!.	

Soit	𝑛×𝑆𝐼𝐷 𝑛 = 𝑆𝐷(𝑛).	
c. Soit	n	un	entier	naturel	non	nul,	on	en	déduit,	d’après	le	1)c)	et	le	2)b)	que	:	

𝑛 en	division	harmonique	⟺	!"(!)
!"#(!)

∈ ℕ⟺	!"(!)!"(!)
!

=!×!"(!)
!"(!)

∈ ℕ	

d. 28	et	32	en	division	harmonique	?	
𝐷(28) = {1 ; 2 ; 4 ; 7 ; 14 ; 28} 

𝑁𝐷(28) = 6 
𝑛×𝑁𝐷 28 = 28×6 = 168 

𝑆𝐷(28) = 56 
!×!"(!")
!"(!")

= !"#
!"
= 3 ∈ ℕ	donc	28	est	en	division	harmonique	

	
𝐷(32) = {1 ; 2 ; 4 ; 8 ; 16 ; 32} 

𝑁𝐷 32 = 6 
𝑛×𝑁𝐷 32 = 32×6 = 192 

𝑆𝐷(32) = 63 
!×!"(!")
!"(!")

= !"#
!"
∉ ℕ	donc		32	n’est	pas	en	division	harmonique	

	
	



Partie	B		
	

1. Pour	tout	entier	naturel	𝑛	non	nul,	𝑝! = 2!!! − 1	
	

Pour	𝑛 = 1,	𝑝! = 2! − 1 = 3	est	un	nombre	premier	
Pour	𝑛 = 2,	𝑝! = 2! − 1 = 7	est	un	nombre	premier	
Pour	𝑛 = 3	𝑝! = 2! − 1 = 15	n’est	pas	un	nombre	premier	
Pour	𝑛 = 4,	𝑝! = 2! − 1 = 31	est	un	nombre	premier	
Pour	𝑛 = 5,	𝑝! = 2! − 1 = 63	n’est	pas	un	nombre	premier	
	

2. Pour	tout	entier	naturel	𝑛	non	nul,	𝑞! = 2!𝑝!	
	

Pour	𝑛 = 1,	𝑞! = 2!𝑝! = 6 est	en	division	harmonique		
Pour	𝑛 = 2,	𝑞! = 2!𝑝! = 28 est	en	division	harmonique		
Pour	𝑛 = 3,	𝑞! = 2!𝑝! = 120 n’est	pas	en	division	harmonique	car	!"#×!"(!"#)

!"(!"#)
= !"#×!"

!"#
= !"

!
∉ ℕ	

𝐷 120 = 𝐷 2!×15 = 𝐷 2!×3×5 = {1; 2; 4; 8; 3 ; 6 ; 12 ; 24; 5 ; 10; 20; 40; 15; 30; 60; 120} 
Pour	𝑛 = 4,	𝑞! = 2!𝑝! = 496 est	en	division	harmonique	car	!"#×!"(!"#)

!"(!"#)
= !"#×!"

!!"
= 5 ∈ ℕ	

𝐷 496 = 𝐷 2!×31 = {1; 2; 4; 8; 16 ; 31 ; 62 ;  124 ; 248 ; 496}	
Pour	𝑛 = 5,	𝑞! = 2!𝑝! = 2016 n’est	pas	en	division	harmoniq	car	!"#$×!"(!"#$)

!"(!"#$)
= !"#$×!"

!""#
= !""

!"
∉ ℕ	

𝐷 2016 = 𝐷 2!×63 = 𝐷 2!×3!×7 = {1; 2; 3; 4; 6; 7; 8; 9; 12; 14; 16; 18; 21; 24;	
28; 32; 36; 42; 48; 56; 63; 72; 84; 96; 112; 126; 144; 168; 224; 252; 288; 336; 504; 672; 1008; 2016}	
	

3. Conjecture	
Pour	tout	entier	naturel	𝑛	non	nul	
	si	𝑝! = 2!!! − 1	est	un	nombre	premier	alors	𝑞! = 2!𝑝!est	en	division	harmonique.	
	

Partie	C		
Soit	entier	naturel	𝑛	non	nul	tel	que		𝑝! = 2!!! − 1	soit	un	nombre	premier	
1. Déterminer	𝐷 (𝑝!)	et	𝐷 (𝑞!)	

 𝐷 𝑝! = 1;𝑝! 	
q! = 2!p!	Donc	 𝐷 𝑞! = 1; 2; 2!; 2!;… ; 2!,𝑝!;  2p!; 2!p!; 2!p!;… ; 2!p! 	
D’où	 𝑁𝐷 𝑞! = 2(𝑛 + 1)	

2. Somme	des	termes	de	la	suite	géométrique	de	raison	2	et	de	premier	terme	1	
1+ 2+ 2! +⋯+ 2! = !!!!!!

!!!
= 2!!! − 1.	

3. Montrer	que	𝑞!	est	en	division	harmonique		
𝑁𝐷 𝑞! = 2(𝑛 + 1)	
	

𝑆𝐷 𝑞! =  2! + 𝑝! 2! = (1+ 𝑝!) 2! = 1+ 𝑝! 2!!! − 1 = (1+ 𝑝!)𝑝!

!

!!!

!

!!!

!

!!!

	

	
𝑞!×𝑁𝐷(𝑞!)
𝑆𝐷(𝑞!)

=
2!𝑝!×2(𝑛 + 1)
(1+ 𝑝!)𝑝!

=
2!!!(𝑛 + 1)
1+ 𝑝!

=
2!!!(𝑛 + 1)

2!!! = 𝑛 + 1 ∈ ℕ	

	
Conclusion	
Pour	tout	entier	naturel	𝑛	non	nul	si	𝑝!	est	un	nombre	premier	alors	𝑞!est	en	division	harmonique.	
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