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BACCALAUREAT GENERAL

SESSION 2017
EPREUVE DU MERCREDI 21 JUIN 2017

MATHEMATIQUES

- Série S -

Enseignement Spécialité Coefficient : 9

Durée de I’épreuve : 4 heures

Les calculatrices électroniques de poche sont autorisées,
conformément a la réglementation en vigueur.

Le sujet est composé de 4 exercices indépendants.

Le candidat doit traiter tous les exercices.

Le candidat est invité a faire figurer sur la copie toute trace de recherche, méme incompléte ou non
fructueuse, qu’il aura développée.

1l est rappelé que la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour
une part importante dans [’appréciation des copies.

Avant de composer, le candidat s’assurera que le sujet comporte bien 7 pages
numérotées de 1 a 7.

La page 7 est une annexe a rendre avec la copie.
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France Métropolitaine 2017 - freemaths fr
Bac - Maths - 2017 - Série S

Exercice 4 (5 points) : pour les candidats ayant suivi ’enseignement de spécialité

On appelle « triangle rectangle presque isocele », en abrégé TRPI, un triangle rectangle dont les cotés
de I’angle droit ont pour longueurs x et x + 1, et dont I’hypoténuse a pour longueur y, ou x et y sont
des entiers naturels.

Ainsi, un TRPI est un triangle rectangle dont les longueurs des cotés de 1’angle droit sont deux
nombres entiers consécutifs et dont la longueur de I’hypoténuse est un nombre entier.

x Y Si le triangle de cotés x, x + 1 et y, ou y est
la longueur de I’hypoténuse, est un TRPI, on
dira que le couple (x ; y) définit un TRPL

x+1

Partie A

1. Démontrer que le couple d’entiers naturels (x; y) définit un TRPI si et seulement sion a :
y2=2x>+2x+1

2. Montrer que le TRPI ayant les plus petits cotés non nuls est défini par le couple (3 ; 5).

3. a. Soitn un entier naturel. Montrer que si n? est impair alors n est impair.

b. Montrer que dans un couple d’entiers (x;y) définissant un TRPI, le nombre y est
nécessairement impair.

4. Montrer que si le couple d’entiers naturels (x ; y) définit un TRPI, alors x et y sont premiers

entre eux.
Partie B

i g)a et B la matrice colonne : B = G)

Soient x et y deux entiers naturels ; on définit les entiers naturels x’ et y' par la relation :
x' x
=a(,)+B.
(y’) y
1. Exprimer x’ et ¥’ en fonction de x et y.

2. a. Montrer que : y'? — 2x'(x' + 1) = y? — 2x(x + 1).
b. En déduire que si le couple (x ; y) définit un TRPI, alors le couple (x'; y") définit également

On note A la matrice carrée : A = (

un TRPIL.
3. On considére les suites (x,,)nen € (Vn)nen d’entiers naturels, définies par x, = 3,y, = 5 et
X X
pour tout entier naturel n : (ymi) =A (yn) + B.
n+ n

Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, le couple (x,, ; ) définit un TRPL

4. Déterminer, par la méthode de votre choix que vous préciserez, un TRPI dont les longueurs des
cOtés sont supérieures a 2017.
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EXERCICE 4

[ France Métropolitaine 2017

Partie A.

I. Démontrons que le couple d’entiers naturels (x; y) définit un TRPI
SSiy*=2x*+2x+ I

En utilisant la définition de 'énoncé et en appliquant le théoréme de Pythagore,
nous avons:

X2+ (x+1)=y* <= x*+x2+2x+ 1=y

= Y*=2x*+2x+ 1.

Au total, le couple d’entiers naturels (x ; y) définit un TRPI ssi:

Yr=2x*+2x+ 1.

2. Montrons que (3 ; 5) défini bien le TRPI qyant les plus petits cotés:
Ici: e« les cotés sont des entiers naturels non nuls,
* les cotés sont non nuls.

Donc nous devons déterminer le plus petit entier naturel non nul " x " tel que
"Y " soit aussi un entier naturel non nul avec: Y*=2x*+2x + 1.

Pour cela, nous allons faire du tatonnement en commencant par x = 1.

+Six=1 y=V5€ N*.
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Six=2 y=VI3 £ IN*
«Six=3 Yy=5€IN*
Ainsi, nous retiendrons le couple: (3;5).
Au total: le couple (3; 5) défini bien le TRPI ayant les plus petits cotés
non nuls.
3. a Montrons que si n* est impair alors n est impair:
Nous allons procéder a un raisonnement par absurde.
En effet, si nous montrons: n pair => n* pair,
on pourra alors affirmer: n* impair => nimpair.
Si n est un entier naturel pair, nous pouvons alors I'écrire sous la forme:
n=2p,p € IN.
Dans ces conditions: n pair = n=2p,p € IN
=> nxn=2px2p,p€IN
=> n*=4p*, p€EIN
=> n*=2xp’ avec p’=2p*€EIN
=> n* est pair.

Au total: si n* est impair alors n est impair .

3. b. Montrons que y est nécessairement impair:
Nous savons que: *y*=2x*+2x+ .

* Si n* est impair alors n est impair .
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Or: 2x*+2x =2 (x*+x)est pair car x* + x € IN*.
Par conséquent: (2x*+ 2x)+ | est impair ou plus exactement y* est impair.

Comme y* est impair, nous pouvons alors affirmer que y est nécessairement
impair .

Au total: Yy est nécessairement impair.
4. Montrons que si le couple d’entiers naturels (x; y) définit un TRPI, alors
x et y sont premiers entre eux:

Pour répondre a cette question, nous allons appliquer: le théoréme
de BEZOUT.

D'aprés ce théoréme: " Soient a et b deux entiers relatifs non nuls. a et b sont
premiers entre eux ssi il existe deux entiers u et vtels que: a-u+b.v=1"

Ici le couple d’entiers naturels (x; y) définit un TRPI.
Dot nous avons: Y*=2x*+2x + I.
Y=2x*+2x+1 <= y*-2x*-2x=1
<=> Yyxy+xx(-2x-2)=1
<=> Y.u+x.v=1, avec. u=y et v=-2x-2.
Comme x et y sont deux entiers naturels non nuls, nous pouvons affirmer qu'ils

sont premiers entre eux car: il existe bien deux entiers u (= y) et v (=-2x - 2)
telsque Yy -u+x.v=1.

Au total: sile couple d’entiers naturels (x; y) définit un TRPI, alors x et y
sont premiers entre eux.
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Partie B:

I Exprimons x’ et y’ en fonction de x et y.:

D'aprés 'énoncé: <x’> =A (x ) + B,
Y Y

,A=(3 z>,
4 3

’ ' = /
D'ou: (x’>=<zx+§-y)+<l> => {x X zyH :

J X+ 2 Y=4x+3y+2
Ainsi: x’=3x+2y+1 et Y=4x+3y+2.

2. a Montrons I'égalité demandée:
Nous savons que: x’=3x+2y+ 1 et Y=4x+3y+2.
Dans ces conditions:
G227 (X7 + N=(4x + 39+ 2V -2 (Bx + 2y + 1) (B3x + 2y + 2)
=Yy*-2x (x +1).
Ainsi, nous avons bien: y’*-2x’ (x’+ 1)=y*-2x (x + /).
2. b. Déduisons-en que si (x; y) définit un TRPI, alors (x’;Yy’) définit également
un TRPI:
Si (x;y) définit un TRPI: y>=2x>+2x+ I.

Y=2x*+2x+1 <=> y*-2x*-2x=1
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<=> Yy*-2x(x+1)=1.

Or: y*-2x(x+1)=y*-2x" (x’ + 1), dapreés la question précédente.

Dow: y?*-2x"(x’+1)=1 <=> y’?=2x"2+2x’ + | ce qui signifie que
le couple (x’;y’) définit également un TRPI.

Au total: (x;y) définit un TRPI => (x’;y’) définit un TRPI.

3. Montrons que pour tout entier naturel n, le couple (x ; y.) définit un TRPI:

Nous savons que: e si le couple (x ; y) définit un TRPI, alors le couple
(x’;y’) définit également un TRPI;

°x,=3 et y,=5,

-(x"+'>=A(xn>+B o k{xn+,=3x,,+ 2y, +1 |
\yn+l H,. \(/n+l= 4xn+3yn+2-

Nous allons montrer par récurrence que:

" pour tout entier naturel n: (x ;y ) définit un TRPI ".

Initialisation. Yy *=2x*+2x,+ 17
ouicar: y*=25 et 2x*+2x,+ /=125

Donc vrai aurang* 0 *.

Hérédité: Soit n € IN, supposons que (x,;y,) définit un TRPI
et montrons qu'alors: (x, ;Y .,) définit un TRPI.

Supposons: (x,; Yy ) définit un TRPI, pour un entier naturel n fixé.
(/)
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6
() = (x,,,;y,.,) définit un TRPI car " si le couple (x; y) définit un

TRPI alors le couple (x’;y’) définit également un TRPI ",
d'aprés la question précédente.

Conclusion: Pour tout entier naturel n, le couple (x, ;Y ) définit bien un TRPI.

4. Déterminons un TRPI dont les longueurs des cotés sont supérieures a 2017:

Nous avons: *x,=3 et y =5,

{xn+l=3xn+2'\yn+,
Y. =4x +3y +2
Pourn=3 et n=4,ontrouve: *x,=69% et y,=985

°X,= 4059 et 34=574’-

Au total, nous retiendrons: x,= 4059 > 2017, y,=574/> 2017 et nous
avons bien (4059)* + (4060)* = (5741)*.
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