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Exercice 3 (5 points) Candidats ayant suivi l’enseignement de spécialité 

 

Pour tout couple d’entiers relatifs non nuls ( , )a b , on note pgcd( , )a b  le plus grand diviseur commun de a  et b . 

Le plan est muni d'un repère (O ; , )i j . 

 

 

1. Exemple. Soit 1  la droite d'équation 
5 2

4 3
y x  .  

a. Montrer que si ( , )x y  est un couple d'entiers relatifs alors l'entier 15 12x y  est divisible par 3. 

b. Existe-il au moins un point de la droite 1 dont les coordonnées sont deux entiers relatifs ? Justifier. 

 

Généralisation 

 

On considère désormais une droite   d’équation (E) : 
m p

y x
n q

   où  m, n, p et q sont des entiers relatifs 

non nuls tels que                       .  

 

Ainsi, les coefficients de l’équation (E) sont des fractions irréductibles et on dit que    est une droite rationnelle. 

 

Le but de l'exercice est de déterminer une condition nécessaire et suffisante sur m, n, p et q pour qu’une droite 

rationnelle   comporte au moins un point dont les coordonnées sont deux entiers relatifs. 

 

2. On suppose ici que la droite   comporte un point de coordonnées 0 0( , )x y  où 0x  et 0y sont des entiers relatifs. 

a. En remarquant que le nombre            est un entier relatif, démontrer que q divise le produit np . 

 

b. En déduire que q divise n. 

  

3. Réciproquement, on suppose que q divise n, et on souhaite trouver un couple 0 0( , )x y  d’entiers relatifs tels que 

0 0

m p
y x

n q
  . 

a. On pose n qr , où r est un entier relatif non nul. Démontrer qu’on peut trouver deux entiers 

 relatifs u et v tels que  1qru mv  . 

 

b. En déduire qu’il existe un couple         d’entiers relatifs tels que 0 0

m p
y x

n q
  . 

 

4. Soit   la droite d’équation  
3 7

8 4
y x  . Cette droite possède-t-elle un point dont les coordonnées sont des 

entiers relatifs ? Justifier. 
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1. a.  Montrons que si ( , y ) est un couple d’entiers relatifs alors l’entier  
15  - 12 y est divisible par 3:

Nous avons: 15 x - 12 y = 3 ( 5 x - 4 y ) .

5 x - 4 y est un entier relatif.

Par conséquent: nous pouvons affirmer que 15 x - 12 y est divisible par 3.

1. b.  Déterminons en justifiant s’il existe au moins un point de la droite 1  
dont les coordonnées sont deux entiers relatifs:

La droite 1 a pour équation: y = 5
4 x - 2

3 
.

Soit M ( a, b ), un point appartenant à 1, avec: ( a, b ) ı 2 .

Dans ces conditions: b = 5
4 a - 2

3   <=>  15 a - 12 b = 8.

D’après la question précédente, 15 a - 12 b est divisible par 3 ce qui revient à 
dire que 15 a - 12 b est un multiple de 3.

Or: 15 a - 12 b = 8 et 8 n’est pas un multiple de 3.

Par conséquent: il n’existe pas de point appartenant à 1 dont les  
coordonnées sont deux entiers relatifs.

2. a.  Démontrons que q divise le produit n x p:

Soit M0 ( x0, y0 ), un point appartenant à  d’équation: y = mn  x x - pq ( E ). 
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D’où: y0 = mn  x x0 - 
p
q  <=>  q x ( m x0 - n y0 ) = n x p.

Or: x0, y0, m, n et le nombre m x0 - n y0 sont des entiers relatifs.

Par conséquent: nous pouvons affirmer que q divise n x p.

2. b.  Déduisons-en que " q " divise " n ":

Nous savons que: • q divise n x p,

	 • pgcd ( p, q ) = 1  cad  p et q sont premiers entre eux.

Par conséquent, d’après le théorème de GAUSS: " q " divise " n ".

3. a.  Démontrons qu’on peut trouver deux entiers relatifs u et v tels  
que  q . r . u - m . v = 1, avec n = q x r:

D’après l’énoncé, les entiers relatifs m et n sont premiers entre eux.

En effet: pgcd ( m, n ) = 1.

Dans ces conditions, d’après le théorème de BÉZOUT: il existe deux  
entiers relatifs " c " et " d " avec: n x c + m x d = 1.

n x c + m x d = 1  <=>  q x r x c + m x d = 1 ( 1 ).

En posant, u = c  et  v = - d, nous avons: ( 1 )  <=>  q x r x u - m x v = 1.

Au total: on peut trouver deux entiers relatifs u et v qui vérifient  
q x r x u - m x v = 1, sachant que n = q x r.

3. b.  Déduisons-en qu’il existe un couple ( 0, y0 ) d’entiers relatifs avec 
y0 = m

n
 x 0 - 

p
q:

Nous savons que: • q x r x u - m x v = 1, ( 2 )

	 • n = q x r.
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D’où: ( 2 )  <=>  n x u - m x v = 1

 <=>  ( n x u - m x v ) x ( r x p ) = 1 x ( r x p )

 <=>  n x u x r x p - m x v x r x p = r x p

 <=>  y0 = mn  x x0 - 
p
q, avec: • y0 = - u x r x p

	 • 0 = - v x r x p

	 • n = q x r.

Au total, il existe bien un couple ( x0, y0 ) d’entiers relatifs qui vérifient  
y0 = mn  x x0 - 

p
q: x0 = - v x r x p  et  y0 = - u x r x p.

4.  Déterminons en justifiant si la droite  possède un point dont les  
coordonnées sont des entiers relatifs:

La droite  a pour équation: y = 3
8

 x x - 7
4

 .

Dans ces conditions: • m = 3,  n = 8,  p = 7  et  q = 4

	 • pgcd ( m, n ) = pgcd ( 3, 8 ) = 1

	 • pgcd ( p, q ) = pgcd ( 7, 4 ) = 1

	 • 3
8 et 7

4 
 sont des fractions irréductibles.

Ainsi:  est une droite rationnelle.

De plus: n = r x q  car  8 = 2 x 4  et donc " q " divise " n ".

Au total: la droite  possède donc un point dont les coordonnées sont  
des entiers relatifs.

5.  Déterminons ce que permet d’obtenir cet algorithme:

L’algorithme se termine.

Deux cas sont à distinguer pour cet algorithme:
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•  quand Q divise N, il affiche le point de la droite  à coordonnées  
entières dont la valeur absolue de l’abscisse est minimum.

•  quand Q ne divise pas N, il affiche " Pas de solution ".

En conclusion, l’algorithme permet de valider si la droite  est rationnelle  
ou pas.




