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Concours Général Maths 2019, série S : Correction

Auteur du document : Gilbert JULIA, professeur agrégé honoraire
Ancien préparateur au concours du CAPES de Mathématiques

Par son intérét, son originalité, la variété des obstacles qu’il oppose a sa résolution, le cru 2019 du
Concours Général se place légitimement parmi les meilleurs millésimes des vingt dernieres années.

On releve notamment dans la correction deux variantes du raisonnement par récurrence : un raisonnement
par récurrence forte (I’hypothése de récurrence porte sur tous les rangs précédents et non sur le seul
prédécesseur), et un raisonnement par récurrence double (I’hypothése de récurrence porte sur les deux
prédécesseurs).

Probléeme 1 : Ensembles remarquables de fonctions

Dans ce probleme, il est question de déterminer quels sont les ensembles E de fonctions définies sur
[O D+ 00[ et prenant leurs valeurs dans [O D+ 00[ qui satisfont une liste de cing ou six propriétés.
*  La propriété (P3) est la stabilité pour I’addition (la somme de deux fonctions de E appartient a E).
*  La propriété (P4) est la stabilité pour la composition (la composée de deux fonctions de E appartient
aE).
* La propriété (P6) est la stabilité pour la multiplication (le produit de deux fonctions de E appartient
aE).
Les propriétés (P1) et (P2) introduisent quelques « briques » élémentaires permettant de bdtir I’édifice E en
question. Mais lequel ? C’est ce que nous allons voir.

l.a. D’apres la propriété (P1), les fonctions u et v appartiennent a T. D’apres la propriété (P4), leur
composée vou définie sur [O ; + 00[ par: vou (x)= ln((ex - 1)+ 1)= ln(ex)= x appartient a T.

La fonction identique id [0: +eo] notée / dans ce probleme : x> 1 (x) = x appartient a T.

400

1.b. La fonction identique appartient a T et, d’apres la propriété (P2), T contient les constantes positives.
D’apres la propriété (P6), I’ensemble T contient le produit de la fonction / par toute constante positive :
Toutes les fonctions linéaires x> a x ol a est un coefficient positif appartiennent a T.

D’apres la propriété (P3), toute somme d’une fonction linéaire de coefficient positif et d’une constante
positive appartient a T : toutes les fonctions affines x+>ax+b ol a et b sont des constantes positives

appartiennent a T.
Soit réciproquement x> f (x) = a x + b une fonction affine.
. . . b . N
* Si a<0,l’image par f de U'intervalle }—, + 00[ est incluse dans ]— o0, O[.fn’est pas a valeurs dans
a

[0, + 00[, cette fonction n’appartient pas a T.

* Sia=0 et b<0,’image par f de [0, + 00[ est un réel négatif, f n’est pas a valeurs dans [0, + 00[,
cette fonction n’appartient pas a T.
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* Sia>0 et b<0, ’image de I'intervalle [O, 2[ est incluse dans ]— 0, 0[, fn’est pas a valeurs dans
a

[O, + 00[, cette fonction n’appartient pas a T.

Par conséquent, les fonctions affines x+> a x +b ol a et b sont des constantes positives appartiennent a T, et
ce sont les seules fonctions affines qui appartiennent a T. Notons qu’il s’agit 1a des fonctions polynomiales
du premier degré définies sur [0 ; + 00[ et a valeurs dans [0 ; + 00[.

1.c. En vertu de la propriété (P6), des lors que la fonction identique appartient a T, toutes les fonctions
puissances x> x" appartiennent a T (elles sont produit n fois de la fonction identique) ainsi que toutes les

fonctions mondmes : x> a, x" ol a, est un coefficient positif.

En vertu de la propriété (P3), toute fonction polynomiale x+ a, x! +..+a, ou tous les a; sont des
coefficients positifs appartient a T (elles sont sommes de mondmes).

Il en est ainsi de la fonction polynomiale : x> 2x* +4.

Quant a la fonction x> 3 x, en tant que fonction linéaire a coefficient positif, elle appartient a T.

2
Pour tout x positif : p(x) = (2 X%+ 4) -3x= 2()6 —%) + ? 20 : la différence entre la fonction

x> 2x”> +4 et la fonction x+>3x est une fonction positive sur [0, + 00[. En vertu de la propriété (P5),

cette différence appartient a T. La fonction x+— p(x) =2x”> -3 x+4 appartient a T.

1.d. Soit f une fonction polynomiale x> f (x) =a, x* +...+a,avec a, #0définie sur [0, + 00[ et a valeurs

dans [0, + 00[. Avoir des valeurs dans [0, + m[signifie admettre un minimum m positif sur [0, + 00[.

Deux conditions au moins sont nécessaires pour cela :
* a,>0(si a, <0, fadmet pour limite —cen + o, elle n’est pas a valeurs dans [0, + 00[).

* a,20(sia,<0, f (0) <0, fn’est pas non plus a valeurs dans [0, + 00[).

Soit U la partie de I’ensemble des coefficients {a 4 ,...,ao} contenant les coefficients positifs ou nuls. Cette
partie n’est pas vide, car elle contient au moins a, et ao. Soit V la partie (éventuellement vide) de I’ensemble
{a g ao} contenant les coefficients strictement négatifs.

Si Vest vide, f appartient a T comme on I’a noté dans 1.c.

Sinon, posons : g(x)= Zai x' et h(x)= z—ai x" . Ces deux fonctions polynomiales sont a coefficients
a;0U a; 0V
positifs, elles appartiennent toutes les deux a T.

Pour tout x de [0, + 00[ : g(x)—h(x)= f (x)ZmZO. la différence g —h est une fonction positive sur
[0, + 00[. En vertu de (PS), cette différence appartient a T. Toute fonction polynomiale définie sur [0, + 00[ et

a valeurs dans [0, + 00[ appartienta T.

Gilbert JULIA pour freemaths.fr, 2019 Tous droits réservés E



Concours Général freemaths.fr Mathématiques

2. Il s’agit de savoir si la propriété (P6) est indispensable pour justifier que les fonctions x+— ax" ou a est
8 prop D pour j q

un coefficient positif appartiennent a S. C’est en effet pour cela que nous avons utilisé cette propriété, a
propos de 1.b (cas des fonctions linéaires) et de 1.c. Examinons ce que nous pouvons construire avec les
« brigques » de base (u, v et constantes positives) en exploitant les propriétés autres que (P6).

Pour tout entier strictement positif 7 et toute constante positive ¢, la fonction x> v, . (x) = nln(x +l)+ c

appartienta S. En effet : v, . (x) = (ln(x + 1) + ln(x + 1) +..+ ln(x + I)J + ¢ . Nous utilisons (P1), (P2) et (P3).
(n fois)

En vertu des mémes propriétés, pour tout d =0, la fonction x> u, (x) =e" —1+d appartient a S.

En vertu de (P4), la composée de ces deux fonctions appartient a S :
XUy ov, . (x) = exp(n ln(x + 1) + c) -1+d=e" .(x + 1)" —1+d appartient a S.

Le nombre ¢ étant positif, son exponentielle e est supérieure ou égale a 1, et d étant positif, le nombre
d —1 est supérieur ou égal a —1. Retenons ainsi que, pour le moment, nous avons établi que toutes les

fonctions polynomiales x> a.(x + 1)" +b appartiennent a S lorsque a =1 et b=-1.

Cas des fonctions affines (n = 1)
* Toutes les fonctions x> c.(x + 1) +d=cx+ (c +d ) appartiennent a S lorsque c=1 et d 2-1.
» La fonction identique appartient a S (elle correspond au choix de constantes : ¢ =1, d =-1).
* Ladifférence [c.(x + 1) + d] -x= (c - l)x + (c + d) est positive ou nulle pour tout x de [0, + 00[.

En vertu de la propriété (PS), cette fonction x> (c - l)x + (c +d )appartient a S. Il s’agit d’une fonction

affine dont les coefficients a=c—1 et b=c+d sont des coefficients positifs : nous avons pleinement
retrouvé les conditions de l.c. Toutes les fonctions affines x>ax+b ol a et b sont des constantes

positives appartiennent a S.

Cas des fonctions puissances et des fonctions polynomiales
Nous allons démontrer par récurrence forte que pour tout réel a, strictement positif et pour tout entier n

strictement positif, la fonction mondme x> a, x" appartient a S.

Le cas des fonctions affines initialise cette propriété lorsque n =1. Supposons cette propriété vérifiée
jusqu’aurang n—1.

Soit a, un réel strictement positif.
Alors : x> (an + 1).(x + 1)" et x— .(x + 1)" sont deux fonctions qui appartiennent a S, d’apres ce que nous
avons vu en début de question.

Leur différence est une fonction positive, d’apres (PS) elle appartient a S.

k=n-1
. cog . n
Cette différence est la fonction : x> an.(x + 1)" =a,x" + E a, [ Jxk .
k=0

n
D’aprés I’hypothése de récurrence, toutes les fonctions mondmes x> a, (k]Xk de degré <n-1
k=n-1

n
appartiennent a S. D’apres (P3), leur somme Z a, [kak appartient a S.

k=0
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k=n-1
n
La différence des deux fonctions de S: x> a, .(x + 1)" - z a, ( Jxk =a, x" est une fonction positive,
k=0

elle appartient a S. Ainsi, pour tout coefficient a, positif, la fonction x+-> a, x" appartient a S, ce qui
démontre I’hérédité de la propriété en question ici.

En conclusion, pour tout réel a, strictement positif et pour tout entier n strictement positif, la fonction
mondme x+> ax" appartient a S. Ceci rétablit pleinement les conditions dans lesquelles nous avons

démontré 1.d. (nous n’avons pas utilisé (P6) dans 1.d) : La réponse donnée a la question 1.d est encore
valable.

3.a. Soit d un nombre entier strictement positif. En vertu de la propriété (P6), la fonction
Xy, (x)=dln(x +1) appartient a V, en tant que produit de deux fonctions de V, en I’occurrence une

constante positive et la fonction v de 1’énoncé.

En vertu de la propriété (P4), la composée x> uov, (x) = exp(d ln(x + 1)) -1= (x + l)d —1 appartienta V.
Il s’agit de la fonction polynomiale Q, (x) = (x + l)d —1. Remarquons que, en particulier:

0, (x) = (x + 1) —1=x.L’ensemble V contient la fonction identique.

Des lors que V contient la fonction identique, V contient toute fonction linéaire x> a x dont le coefficient a

est positif, et V contient, pour tout entier naturel n, toute fonction mondéme x+> a, x" dont le coefficient

est positif : c’est le produit d’une fonction constante positive et, n fois, de la fonction identique, toutes deux
appartenant a V ; on applique (P6).

b N oA d —_ < d k
3.b. D’apres la formule du bindme de Newton : (x + 1) = z e *
k=0

- . (. d v 1 d!
Les coefficients en question sont: a, =a, =1 et plus généralement a, = , clest-a-dire ——
k k!'(d —k)!
coefficients jouant un rdle dans la distribution de probabilité d’une loi binomiale et nombre de combinaisons
de k éléments parmi d. Ces coefficients sont tous des entiers supérieurs ou égaux a 1.

Autre solution a cette question (proposée par Pascal NARDI de Montpellier) :
Soit x un réel positif ou nul. Introduisons une variable aléatoire X qui suit une loi binomiale de parametres d

) dY( x Y 1\ 1 (d) ,
et . Dans ces conditions, pour 0<k<d : P([X = k]) =l | | =, |x .
1+x k)\1+x 1+x (1+x)d k
d 1 d(d) o i _~L(d) d
Or: ZP([X = k]) =1. Donc: —dz .x" =1 ou aussi bien : (1 + x) = Z .x" . Le nombre
k=0 (l+x) iso\k o\ k k

est un entier supérieur ou égal a 1 car il représente, dans le cadre de la loi binomiale que nous avons

introduite, le nombre de d-uplets contenant k fois I’issue dont est la probabilité.

+Xx

3.c. Soit x> f (x) =a,x" +...+a,x” +a,x une fonction polynomiale de degré n et s’annulant en zéro.
Notons M le nombre : M = maaniL i= 1,...n). Choisissons d =n et ¢ =M (mais tout coefficient c tel que

c2M ferait aussi bien I’ affaire).
Alors : M(x+...+x”)—f(x)=(M —a,)x" +..+(M-a,)x* +(M -a,)x.
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Pour tous les indices i, 1<i<n: M —a,=2M - |a ;| =>0. La différence est une fonction polynomiale dont tous

les coefficients obtenus sont positifs ou nuls.

3.d. La question 3.a a montré que toute fonction mondme x+> a,x" dont le coefficient est positif

appartient a V. Nous savons aussi que toute fonction polynomiale Q, (x): (x + l)d —1 appartient a V. 1l
reste 2 montrer que 1’on peut effectuer des « assemblages » additifs.

La clef de cette question est de parvenir a démontrer, sans pour autant utiliser la propriété (P3), que toute
fonction polynomiale a coefficients positifs et s’annulant en zéro appartient a V. Ceci est un enjeu
stratégique. Nous en proposons une justification, certes passablement longue, par récurrence sur le degré de
la fonction polynomiale ; la question 3.c nous ouvre une piste de résolution.

Soit a démontrer, pour tout entier strictement positif n, la propriété suivante : « Toute fonction polynomiale
de degré n a coefficients positifs et s’annulant en zéro appartient a 'V ».

La propriété est vraie au rang 1 : les fonctions polynomiales de degré 1 a coefficients positifs et s’annulant en
z€ro sont les fonctions linéaires et toute fonction linéaire dont le coefficient est positif appartient a V.

Voyons (facultativement) ce qu’il se passe pour le degré 2.

Toutes les fonctions mondmes du second degré x+— a, x? dont le coefficient est positif appartiennent a V
et, a part elles, nous connaissons une autre fonction du deuxieéme degré qui appartient a V : la fonction
xl—)Qz(x)sz +2x

Soit f, (x):ax2 +bx une fonction polynomiale du second degré s’annulant en zéro et soit ¢ un réel
supérieur ou égal a sup(a, b).

La fonction polynomiale x> cQ, (x):c(x2 + 2x) appartient a V . Puisque c=a, le monbéme

2

X (c - a)x appartienta V.

De plus, pour tout x de [0 ; + 00[ : c(x2 + 2x)— (c - a)x2 =ax® +2cx20 car les deux coefficients a et 2¢

sont positifs. D’apres la propriété (P5), cette fonction différence x> a x> +2c x appartient 2 V.

La fonction x> ax” +2c¢x appartient 2 V et d’autre part, puisque 2¢ —b=c —b =0, la fonction mondme :

X (2c - b)x2 appartienta V.

Leur fonction différence x> (a x*+ 2cx)— (2c - b)x =ax” +bx est positive sur [O 3+ 00[car c’est une
fonction polynomiale qui a des coefficients positifs : d’apres la propriété (PS) elle appartient a V.

Ainsi, toute fonction polynomiale du second degré s’annulant en zéro et dont les coefficients sont positifs
appartienta V.
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Supposons maintenant que, pour un certain entier d =3, toute fonction polynomiale de degré inférieur ou
égal a d —1 a coefficients positifs et s’annulant en zéro appartienne a V. Nous allons suivre une démarche
analogue.

NB. Nous aurions pu ne pas examiner le cas du degré 2 que nous avons pris le soin de traiter en
« exemple » et supposer la propriété vraie pour un d tel que d 2?2 .

Soit f (x) =a, x* +a,_, x" +...+a, x une fonction polynomiale de degré d a coefficients tous positifs et

s’annulant en zéro. Soit ¢ un nombre supérieur ou égal a sup(al, a,,..qa, ) .

La fonction polynomiale x+cQ, (x)=c(x+l)d —1 appartient a V et puisque c=a,, le mondme
X (c —a, )xd appartient lui aussia V.
a &(d
Leur fonction différence est la fonction : ¢ ((x + 1) - l)= cZ[ijk - (c —da, )xd, c'est-a-dire la fonction :
k=1
d-1
d d) . L S

a; x" + Zc L x" . Elle est positive sur [0 ; + 00[. En vertu de (P5), elle appartient a V.

k=1

d-1

Tous les coefficients de 2c( }xk sont supérieurs ou égaux a c. Nous avons vérifié en effet dans la

k=1

question 3.c que les nombres (kJ sont tous des entiers au moins égaux a 1.

a1l (4
Il en résulte alors que la fonction polynomiale de degré d —1 et s’annulant en zéro : Z{c[kj - ak}xk a
k=1

des coefficients tous positifs. D’apres I’hypothese de récurrence, elle appartient a V.

_ . Lo ay | Gl (4 . .
La fonction différence | a, x +ZC L X —z c L —a, |x n’est autre que la fonction polynomiale
k=

k=1 1
d-1
adxd +Zak xf=f (x) qui est une fonction positive sur [0 ; +00[. D’apres la propriété (P5), elle aussi
k=1
appartienta V.

En résumé, si la propriété a démontrer est vraie pour le degré d —1, alors elle I’est pour le degré d : cette
propriété est héréditaire.

Or, elle a été vérifiée au rang 1. Elle est donc vraie pour tout degré d supérieur ou égal a 1.

Toute fonction polynomiale a coefficients positifs et s’annulant en zéro, de degré =1, appartient a V.
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Ce point clef étant acquis, et en reprenant les hypotheses de 1.c, soit f une fonction polynomiale a valeurs
dans [0 ; + 00[

flx)=c (x +o+x" )— [( —a,)x" +..+(c—a,)x* +(c-q, )x] est une différence de deux fonctions qui
appartiennent a V et cette différence est positive [0 ; 00[ : en vertu de (P5) , une telle fonction f appartient

elle aussi a V. L’ensemble V contient toutes les fonctions polynomiales définies sur [O ; + 00[ et a valeurs

dans [0 ; +00[.

3.e.i. Soit fune fonction définie sur [O, + 00[ et a valeurs dans [0, + 00[.

Si f est une fonction bornée, il existe un réel b positif tel que pour tout x appartenant a [0, + 00[, f (x)
appartient a I’intervalle [0, b]. Autrement dit f ([0, + 00[) 0 [0, b].

Dans ce cas, quel que soit le réel a positif ou nul, vu que I’intervalle [0, a] est inclus dans [0, +00[:

r{(o. a)or(fo. +=f)0fo. 5],

Il existe un réel b, en I’occurrence le méme pour tous les réels a, tel que 0<x<a=0<f (x)sb, la

fonction f est segmentée.
Toute fonction bornée est une fonction segmentée.

La réciproque est fausse. La fonction identique par exemple est segmentée [ ([0, a])D [0, a] pour tout réel a
positif mais n’est pas bornée. De méme, la fonction carrée est segmentée (quel que soit a positif:

0<x<a=0<x?<a?,ladéfinition d’une fonction segmentée est satisfaite avec b = az) mais elle n’est pas
bornée.

3.e.ii. Vérifions les propriétés satisfaites dans I’ensemble A.

(P1). Les fonctions u et v sont nulles en z€ro et strictement croissantes sur [0, + 00[. Quel que soit a positif :

u([O, a]) = |_0, e’ — IJ et v([O, a]) = [O, In (a + 1)] . Ces deux fonctions sont segmentées, elles appartiennent a A.

(P2). De facon évidente, toute fonction constante est bornée donc segmentée.

Soit fet g deux fonctions segmentées. Quel que soit le réel positif a, il existe deux réels positifs b, et c, tels
que : 0Sx$a:>0£f(x)$ba et OSxSaDOSg(x)Sca.

Dans ce cas, quel que soit le réel positif a: 0<x<a=0c< f(x) + g(x)sba +c, et
0sxga=0<sf (x) X g(x) <b, xc,. Les fonctions somme et produit de ces deux fonctions sont segmentées.
(P3) et (P6) sont vérifiées.

Quel que soit le réel positif a: 0<x<a=0< g(x)s ¢,. Soit b, un réel positif tel que
Osx<c,=>0=sf (x)Sbc(a) (I’existence d’un tel réel est assurée car f est segmentée).  Alors:

0<sx<b,=0< fog(x)<sb,,). Lafonction composée f o g estsegmentée. (P4) est vérifiée.
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Supposons de plus que f = g . Quel que soit le réel x, f (x) - g(x)z 0. Notons aussi que, g est une fonction
positive sur [0, + 00[ (s’1l existait un réel ¢ d’image par g strictement négative, la propriété de segmentation
ne pourrait étre vérifiée pour les réels a = c), et donc que f (x) - g(x) <f (x)

Alors, quel que soit le réel positifa: 0Sx<a=0< f (x) - g(x) <b, . La propriété (P5) est vérifiée.

L’ensemble des fonctions segmentées vérifie les six propriétés de (P1) a (P6).

3.e.iii. Vérifions les propriétés satisfaites dans I’ensemble B. Notons que, les fonctions de B étant supposées
segmentées, la propriété de segmentation sera acquise dans 1’examen de toutes les propriétés. Il reste a
vérifier que la fonction dont on s’occupe est nulle en zéro ou bornée.

(P1). Les fonctions u et v sont nulles en zéro donc appartiennent a B.
(P2). De facon évidente, toute fonction constante est bornée donc appartient a B.

La somme d’une fonction nulle en zéro et non bornée avec une fonction bornée n’est pas nécessairement
nulle en zéro ou bornée donc la propriété (P3) n’est pas vérifiée (par exemple la fonction x> x +1 est une
somme de deux fonctions de B qui n’appartient pas a B, elle n’est ni nulle en zéro ni bornée).

Soient désormais f'et g deux fonctions de B. Elles sont donc segmentées et nulles en zéro ou bornées.

(P4). La composée de deux fonctions bornées est bornée. La composée de deux fonctions qui s’annulent en
z€ro s’annule en zéro. Examinons ce qu’il se passe lorsque I’une s’annule en zéro et I’ autre est bornée.

Si fest bornée, alors f o g est bornée quel que soit le comportement de g. Si g est bornée, I’'image par g de
[O, + 00[ est contenue dans un intervalle [O, a] , et f étant segmentée, I’image par f de cet intervalle [O, a] est
contenue dans un intervalle [0, b]. La fonction f o g est bornée.

(P4) est donc vérifiée quelles que soient les circonstances.

(PS). Supposons que f=g. Alors: f=f —g=0.Sifest bornée, alors f — g 1’est aussi et si f s’annule en
zéro, f — g aussi. Dans les deux cas, f — g appartient a B, (P5) est vérifiée.

(P6). Si au moins I’'une des deux fonctions f ou g s’annule en zéro, leur produit aussi. Si aucune des deux ne
s’annule en zéro, alors elles sont toutes les deux bornées et leur produit aussi. Quelles que soient les
circonstances, le produit appartient a B. (P6) est vérifiée.

L’ensemble B vérifie cinq des six propriétés, mais non pas (P3), la stabilité pour I’addition.

3.f. Nous venons de construire un ensemble de type V qui ne contient pas les fonctions polynomiales ne

s’annulant pas en zéro (B ne contient pas les fonctions polynomiales dont le coefficient g, est strictement

N

positif). Ainsi, une fonction polynomiale définie sur [0 ; +00[ et a valeurs dans [O ; +00[ n’est pas

nécessairement dans V.

Gilbert JULIA pour freemaths.fr, 2019 Tous droits réservés



Concours Général freemaths.fr Mathématiques

Probleme 2 : Les nombres joviaux

Dans ce probleme, il est question d’étudier les décompositions possibles de 1 en une somme de fractions
unitaires distinctes (une « fraction unitaire » est une fraction dont le numérateur est égal a 1).

Partie I : Quelques exemples

: L 1 1 1 . . .
1. Soit p un entier jovial d’ordre n et — +...+ +— =1 la décomposition de 1 en somme de fractions
a; Ay p

unitaires associée a p.

Les inégalités entre nombres entiers a, <a, <...<a, = p étant des inégalités strictes, pour tout indice k tel
que 1<k<n-1, a,,, =2a,+1 et en conséquence, pour tout indice k tel que 2<k<n:
ayza, +(k-1)22+(k-1)=k +1.

En particulier, en considérant I'indice n: p=a, 2n+1, autrementdit n< p —1.

L’ordre d’un entier jovial est strictement inférieur a cet entier.

2. Pour tout couple d’entiers (al, az) tels que 2<a, <a, ; la double inégalité %Zi >i implique, a
a4y

: 1 1
propos de la somme de ces deux inverses que : — +—<1.
a, a4

Il n’existe pas de nombres joviaux d’ordre 2. Il n’en existe pas non plus d’ordre 1.

Puisqu’il n’existe pas d’entier jovial d’ordre 1, I’entier 2 n’est pas jovial. (L’entier 3 ne I’est pas non plus
puisqu’il n’y a pas d’entier jovial ni d’ordre 1 ni d’ordre 2, mais nous verrons encore une autre raison pour
laquelle il ne I’est pas).

Si I’entier 4 était jovial, son ordre devrait €tre 3. Or, I’unique combinaison possible de trois entiers tels que
2<a,<a,<a;=4 est la combinaison a, =2;a,=3;a;=4, combinaison qui donne:
1 1, 1_13

—+—+—=—#1.
2 3 4 12

L’entier 4 n’est pas jovial.
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3. Remarquons qu’un nombre p est jovial si et seulement si il existe des entiers 2<a, <a, <...<a,_; <p
1 1 1 _p-1 . p-1 o , .

tels que : —+...+——=1——=——_ Notons aussi que est la forme irréductible d’un rationnel, car
a a1 p p p

tout couple d’entiers consécutifs (p -1, p) est un couple d’entiers premiers entre eux (ils vérifient en effet la

relation de Bézout : p - (p —1) =1).

Soit p un nombre premier. Quels que soient les entiers tels que 2<a, <a, <..<aq,_, <p, le nombre
— +...+—— est un rationnel dont une écriture est le quotient d’un entier (qu’il est inutile d’expliciter) par le
4 Ay

produita, Xa, X...xa,_, . Puisque tous les a; sont strictement inférieurs au nombre premier p, ils sont tous

. . . . . PP 1 1
premiers avec p et leur produit est lui aussi premier avec p. La forme irréductible de — +...+——, quelle
a

4 n-1
5 . z . . L. p - 1
qu’elle soit, est nécessairement distincte de
p
Lorsque p est un nombre premier, quels que soient les entiers tels que 2<a, <a,<..<a,,<p,
1 1 p-1 S
— +...+—— #—— : aucun nombre premier n’est jovial.
a Q- p

4. L’entier 6 est jovial car % +% + 5 =1. C’est le plus petit entier jovial car 2 et 4 ne sont pas joviaux et 3 et

5, en tant que nombres premiers, ne le sont pas non plus.

5. Considérons un entier jovial d’ordre 3. Il existe trois entiers 2<a, <a, <a; =ptels que

1 1 1

—+—+—=1.

ap 4y 4

Or, pour tout triplet (bl, b,, b3)d’entiers tels que 3<b, <b, <b; : i+i +isl+l+l=ﬂ 1
by, by 3 4 5 60

L’entier a; ne peut pas étre supérieur ou égal a 3. Nécessairement, a, =2.
) s 1 1
D’autre part, pour tout couple (bz, b3) d’entiers tels que 4< b, <b,, 3 t—+—<—+—+-=—X<

L’entier a, ne peut pas étre supérieur ou égal a 4. Nécessairement, a, =3.

Sia, =2 et a, =3, alors nécessairement a; =6 : ’entier 6 est le seul nombre jovial d’ordre 3.
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6. Si p est jovial dordre n, il existe des entiers 2<a, <a,<..<a,,<a,=p tels que:

1 1 1

— .t +—=1.

a, ay-1 P

En considérant les doubles des divers entiers a; : 4<2q,<2a,<..<2a,,<2a,=2p et
1 1 1 _1

— .t +—=—.

2aq, 2a,, 2p 2

Posons b, =2 puis b, =2a;_, pour touti tel que 2<i<n+1. Nous obtenons :

2=b<b,<..<b,=a,,<b,,=2p et l+...+l+i=l.
bl bn 2 p

L’entier 2p est jovial d’ordre n +1.

, ) ) .. 1 1 1 .
D’autre part, en remarquant que, pour tout entier strictement positif p : — = + , la relation

p p+l plp+1)

1 1 1 . e 1 1 1 1
—+...+——+—=1 s’écritaussi bien: —+...+ + + =1.

a a,, p a a, p+l p (P + 1)

Pour p=>2 (ce qui est le cas puisque p est supposé jovial) : 2<gq, <a, <..<aq, <p+1< p(p +1), une
chaine d’inégalités strictes est maintenue, les conditions de jovialité sont assurées.

L’entier p (p + 1) est jovial d’ordre n +1.

7. Si p et g sont joviaux d’ordres respectifs m et n, il existe des entiers 2<a, <a, <...<a,_ <a, = p etdes

entiers 2Sbl<b2<...<bm_l<bm=qtelsquei+...+L+l=leti+...+ ! +l=1

a, a1 P b, b, q

. , : 1 1 1 1 1 1 -
Considérons alors I’expression : | —+...+—— |+ —X| —+...+——+— | obtenue en multipliant le terme
4 a p \b b, q

n-1

— de la décomposition de 1 en somme de fractions unitaires associée a p par la décomposition analogue
p

associée a q.

Ceci revient a construire une suite strictement croissante d’entiers dont la somme des inverses est égale a 1 et

dont le plus grand élément est le produit p g :
6 =a<¢,=a,<..<¢, =a,,<c¢,=pb<c,, =pb,<.<Cp,», =P, <Cu,q=pq. Les conditions

de jovialité sont toutes réunies.

Le produit p g est un nombre jovial d’ordre m+n —1
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101,11, 1 1m
RSN EpS Ep— _+—
2 3 7 54 189
11 1 1 1
e e
2 4 5 20
Exemples
1,111 1 1 1
Nous verrons plus loin que 20 est jovial |2 % 6 14 108 378
d’ordre 4 et que 189 est jovial d’ordre 5. 11,1, 1.1 1
2 4 8 10 40
La copie d’écran ci-contre atteste que | 1 1 1 1 1 1
leurs doubles sont des entiers joviaux, de | 37377 52 190 189190
méme que les entiers 20x21=420 et 111 1 1 )
X = a e B
189 .190 35910 et de méme que le | ¥ o0
produit 20 %189 =3780 —
©gilbertjulia
11,1 1, 1t 1 1 1 1
2 3 7 B4 378 756 545 3780 =
8/99

Partie II : Deux suites d’entiers

1. Montrons par récurrence qu’a partir du rang 3, le nombre u, est jovial.

Successivement, u; =1; u, =2 ; u; =6. Le terme de rang 3 de la suite (un) est un nombre jovial de rang 3
(Ie seul de ce rang d’ailleurs), ce qui initialise au rang 3 la propriété « u, est un nombre jovial d’ordre 1 ».

La question I1.6 a montré que, lorsqu’un entier p était jovial d’ordre n, alors I’entier p ( p+ 1) était lui aussi
jovial et que son ordre était n +1. En particulier, si u, est jovial d’ordre n, alors u, (un + 1), c'est-a-dire u

n+l>

est jovial d’ordre n +1. Ce qui démontre ’hérédité de la propriété en question.

Pour tout entier n =3, u, est un nombre jovial d’ordre 7 .

2. Notons qu’une relation de récurrence entre deux termes consécutifs de la suite (vn) est

Voo =1+u, =1+un(1+un)=1+(vn —l)vn =v,’ -v, +1.

n

. . 2 . . . .
Cette relation de récurrence v, =v,” —v, +1lqui exprime un terme de la suite v en fonction de son

n

précédent, gardons-la en mémoire ...

D’autre part, successivement : v, =1+u, =2 ; v, =1+u, =3=y, +1;v;=1+u, =7=vy, +1.

Larelation v,,, =v, v,..v, +1 est vérifiée au rang 1 ainsi, accessoirement, qu’aux rangs 2 et 3.

Vérifions son hérédité. Supposons que, pour un certain rang, soit vérifiée la relation v, =v,...v,_, +1, c'est-a-
dire aussi bien: v, —1=v,..v,_ . Alors au rang suivant : v,,, =1+ (vn -1 )vn =1+ (V1----Vn—1)Vn =l+v,..v,,
la formule s’actualise correctement, elle est héréditaire.

Pour tout entier n =1, v,,, =v, v,..v, +1.
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num . .

.

=seq(n,i=seqniu(n=1*(u(n=1)+1),{1},
1 1|gilbertjulia
2 2
3
Les premiers termes de la suite (un) . Cette 4 42
suite semble diverger tres rapidement vers > 1806
plus I’infini. 6 3263442
7 10650056950806
811342371305542184436100...
113423713055421844361000442

B8 |=b7{(b7+1)

Partie III : Un majorant optimal pour les hombres joviaux

1. Compte tenu que v, =2 et v, =3, la propriété H, s’énonce ainsi :

« Soit x; un nombre entier strictement positif et @ est un nombre rationnel strictement positif tels que x, <a

11 .
et —+—=1.Alors a+1<3 et x; (a + 1) <6 ». Qu’en est-il exactement ?
X a

Supposons que x; soit un nombre entier strictement positif et que a soit un nombre rationnel strictement

. 1
positif tels que x, <a et —+—=1
X a

1 _1 ) 1 1_2
x,<a = —2=— etparconséquent: | =—+—2=>—.
X, a X, a a

Nous obtenons I’inégalité : a =2 puis 'inégalité a+123, cest-a-dire apparemment I’inégalité de sens
contraire a celle prévue par I’énoncé.

a4 1 ‘
a-1 a-1

Cependant, I’entier x; s’exprime en fonctionde a : x, =

L hypothése a >?2 est a rejeter car dans ce cas, 0< <1, ce nombre n’est pas un entier et le nombre

a-—1

1+

n n’en est pas un non plus.
a-—

I reste uniquement ’hypotheése a =2, auquel cas x, =2, et les inégalités larges conformes a celles de
I’énoncé sont alors bel et bien vérifiées. La propriété H, est vraie.
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2. Soit des entiers strictement positifs et un rationnel strictement positif a tels que: x, <..<x,<a et

1 1 1
— . +t—+—=1.
X x, a
. . . . . 1 1 1 . st
L’entier x; est nécessairement distinct de 1, car la relation 1+—+...+—+— =1 est impossible a réaliser
X, x, a
. . 1 1 .1
en nombres strictement positifs, va que —+...+—+—>0. Donc x, 22.
X, x, a
. 1 | 1 1 Dy N .
Le nombre rationnel— +...+— s’écrit sous la forme: —+..+—=—-"— ol p, est un entier
X X, X, X, X Xy..X,

strictement positif car le produit x; x,...x, de ces entiers est un dénominateur commun a tous les —.
X

l

n

Exactement, p, =z |_| X;

=L\ Jj#i
. 1 1 1 p 1 L X Xy X
De larelation : — +...+ —+—=—""—+— =1, on déduit que : """ =x x,..x, = p,-
X, X, a X X,.Xx, da a
Xy X,

. X . . .. . ..
Le quotient — étant un nombre entier, a divise le produit x, x,...x, et, en tant que diviseur de ce

a
nombre, il lui est inférieur ou égal : a < x, x,...x,, .

NB. A partir de maintenant on considere (n—l) nombres entiers tels que 2<x <x,<..<x,, et

1 1
—+...+—<I1.
X Xp-1

On suppose en outre que la propriété H,_, est vraie. Selon cette hypothese, si b est un nombre rationnel

1 1 1 )
vérifiant x,_  <b et —+..+——+—=1,alors: b+1<v, (autrementdit b<u, )et b<x; x,..x,_;.
n-1 b n n 142 n-1

X Xn-1

N

A ces données viennent se greffer un nouveau nombre entier noté x, ainsi qu’un nombre rationnel a
(o L T 1 1 _
vérifiant la double inégalité x,_ | <x, <a etl’égalité —+...+ ——+—+—=1.

X X,y X, a

Toutes ces hypotheses sont énoncées une fois pour toutes, nous ne les répeterons pas.

Les questions 3, 4, et 5 étudient plusieurs cas de figure. Il s’agira de s’intéresser a [’expression

X X, x, —1

1 1 \ . ..
—+...+—— |et a ce qu’il se passe quand on lui ajoute le nombre

Que se passe-t-il si on dépasse 1 comme dans les questions 3 et 4 qui suivent, que se passe-t-il si on reste en
deca comme dans la question 5 ?
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3. On suppose dans cette question que S +...+ L +

X x

=l etque x, >x,_,.

n-1 xn -

1 1 1 . . . . o
3.a. Posons : — +...+ + =1+r ou r est par construction un nombre rationnel unique positif ou
X X, X, —1
e . 1 1
nul, puis définissons le nombre g par la relation : — = -r.
q x,~1
' N : 1 1 1
C'est-a-dire que nous avons : — +...+——+—=1.
X Xn-1 4
.1 1 1 1 . . . 1_1 1 1
Par hypothése — +...+ —— +— +— =1, ainsi nous disposons de la relation : —=—+—= -r
X X, X, a qg x, a x,-1

: . : . . 1 1
Le nombre ¢ est rationnel car cocktail de nombres rationnels. Il est strictement positif car — +.—>0. Il est
X a

n

unique car déterminé par x, et par a.

<

3.b. Puisque Ly

—r et que r est positif ou nul :
q x,~1

1’ autrement dit x, —1< g .
X -

n

Q| =

Dans cette question, I’entier x,_, est supposé étre tel que x,_; <x, (inégalité stricte). L’entier x,_, est donc

inférieur ou égal au nombre entier précédent immédiatement 1’entier x,, : x,_;, <x, —1.

On en déduit I'inégalité x,_, <x, —1<gq.

3.c. Du fait de I'inégalité x,_, < g, le nombre rationnel ¢ et la suite d’entiers (x1 ,...xn_l) vérifient toutes les

hypotheses de la propriété H ,_; , nous pouvons en appliquer les conclusions :

n-1»
* D’abord le faitque g +1<v,, ce qui répond a la premicre partie de cette question.
* Ensuite le fait que x..x, (q + 1) <v,..v,. L’inégalit¢ x, —1<g implique alors que

XpeonXy X, S Xpen X, (q +1)Svl...vn Xy.X,_ X, Sv,...v, ce qui répond a la deuxieme partie de
cette question.

3.d. La relation 1 = 1 + 1 = L _ r et I'inégalité r 20 impliquent que 1 +—2 , autrement dit
qg x, a x,-1 x, a x,-1
que l = ! —i = !
a x,-1 x, xn(xn—l)

Cette inégalité est équivalente a I’inégalité : a < x, (xn - 1) .
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D’apres la question 3.b, x, <g +1 etd’apres la question 3.c: g +1<v,.
Donc as(q+1)quvn (vn —1) ou, ce qui revient au méme, a +1S(q+l)><q+1£vn (vn —1)+1.
Nous retrouvons dans cette derniere expression la relation de récurrence entre deux termes consécutifs de la

suite (vn ), a savoir la relation v,,, =v, (vn - 1) +1que nous avons vue en IL.2.
En conclusion: a+1<v,, .

L’inégalité x,....x,_, x, <v,..v, vue en 3.c implique alors que x,....x,_; X, (a + 1) SV V0

n

Tout ceci montre que la propriété H, est héréditaire dans ce cas de figure.

4. On suppose dans cette question que S +...+ 1 +

X x

=l etque x, =x,_,.

n-1 xn -

Nous poserons chaque fois que cela aura une quelconque utilité : x, =x,_, =x pour minimiser les notations.

. L ) . 1 1 1 1
Avec ces notations minimisées, le cas de figure supposé estque : | — +... + +—+——21.
X, X, ) x x-—1

N . . . 1 1 2 1
4.a. Par hypothese, il existe un rationnel strictement positif a tel que (— +...+ J +—+—=1.
X X,.,) X a

Ao 2 e e - .
* x ne peut étre égal a 2 car dans ce cas — =1, I’inégalité précédente ne peut avoir lieu (il est
X

. . 2 . .
nécessaire que . — <1 pour rendre possible I’existence de a).
X

* Supposons que x=3. Nous  avons: 1 = 1 , ! = 1 Alors  d’une  part
x 3 x-1 2
i+...+ ! +2+l=1 et d’autre part i+ ! +l+l= i+ ! +§21.0n en
X, X,n) 3 a X, xX,, ) 3 2 \x X,,) 6

déduitquel>l—12 i+ ! Zl.
3 3 6

a \n Xn-2

SR | 1
L’inégalité (—+
2| Xn-2
e g g 1 1
I’inégalité stricte —>|—+...
3 \x Xn=2

[ : : o .
Jz—presume de I’existence d’au moins un terme x; précédant x, ,, mais

Jest incompatible avec cette existence car tout terme x; précédant

x,_,, est nécessairement égal a 2 ou a 3, puisque la suite des entiers x; est une suite croissante et dans ce

>—. L hypothese x =3 aboutit a une impasse, elle est aussi a rejeter.

cas — +...
X Xn-2

Forcément, x=x, =4 .
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4.b. Considérons pour x >2 la fonction f définie par : f (x) = 1 +—-
X

2

—4x+2
1l s’agit d’une fonction rationnelle qui s’exprime de fagon équivalente ainsi : f (x) =% et qui se
xlx—1){x -

= 243)-2-3)

factorise ainsi: f (x)=( ( 1) ( 2) . Cette fonction est strictement positive sur l’intervalle
xlx—1){x—

J2+\/5, +w[ (I’expression au second degré x> —4x+2 y est strictement positive, de méme que le
l=2+42)lr-2-42)

quotient . (x — 1) (x - 2) ).

Nous avons vu en 4.a que I'entier x =x,est au moins égal a 4, donc appartient a cet intervalle. Par

conséquent, le nombre f (xn)zi+ 1 1—
x, x,-1 x,-—

n n

est strictement positif et, en tant que cocktail de

. , . . N ) 1 .
nombres rationnels, c’est aussi un rationnel. Il en est de méme de son inverse, r :ﬂ’ unique nombre
X
n

D . 1 1 1 1
qui vérifie la relation : — + .
rox,-2 x, x,-1

n n

Par ailleurs (rappelons que nous posons dans ce contexte : x=x, =x,_, ) :

. R . . . 1 1 2 1
* Il existe par hypothese un rationnel strictement positif a tel que : | —+...+ +—+—=1.
X, X,.,) X a

. . 1 1 1 1 N . . o
* L’inégalité L— +..+ J+— + 1 =1 implique I’existence d’un rationnel s positif ou nul tel
X X,p) X X-—

1 1 (1 1 j
que | —+..+ +—+——|=1+5.
X X, x x-1

* En exploitant la définition du rationnel r : S +..+ ! +( ! +1j =1+s, relation que 1’on
X X,y x=2 r

o . (1 1 J 1 (1 j
peut écrire aussi bien: | — +... + + +—-s|=1.

X X,n ) x—=2 \r
. _— . 2 1 1 1 s 1 x—4 1 _1
On obtient en particulier la relation : —+—= +——s, cest-a-dire : +—=—-3.
x a x—2 r x(x—2) a r
< < x—4 1 1 . .
Nous avons démontré que x=x, 24, donc ————= +—>0. Le nombre ——s est un rationnel strictement
x(x - 2) a r
. R . . . e 1
positif. Il en est de méme de son inverse. Soit ¢ cet inverse, défini par : ¢ = T
— ==
r
Nous obtenons la propriété suivante: «Il existe un rationnel strictement positif ¢+ tel que:

1 1 1 1_ ) .. . 1 1 1 1_
—+ ...+ + +—=1 ». Soit, en reprenant la notation indexée : | — +... + + +-=1.
X, X,, ) x-2 't X, X, ) X,—2 t
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4.c. Reprenons la fonction f qui a été définie a la question 4.b. Plagons-nous sur I’intervalle [4, +00[,
intervalle utile ici et ou f est strictement positive, et considérons le lien entre le nombre rationnel r et cette

N . 1
fonction, a savoir que r = ( ) .
X
n

(e 1)e-2)

La fonction inverse multiplicative de la fonction f est la fonction définie sur par r(x) =

x*—4x+2
i B
Defme_f()c)=—+L—L Termine
x x-1 x-2
Define r(JcJ=L Termine
) . 4x -2 Ax)
L’expression r(x) =x+l+—————en est
X —4x+2 r{x) xfe-2)(x-1)
une forme décomposée équivalente. Py
pmpm(m @ﬂﬂ
Ceci justifie que : x“—dex+2 x“-dxt2
| Ay -2 ©gilbertjulial
r= =x, HlA i
f(xn) Xn _4xn +2 -

B e domaine du résultat peut &tre plus grand que le domain... 1/5

iy
Defineﬂxj=l+L_i Terminé
x x-1 x-2
2(3 2) Define r'(x):i) Terminé
x—=2)\r(x)+1 —XZ:L’GX ression X
(=2 + )= =222 cxpression | —
qui est du signe de (3x - 2), donc strictement 2y
positive, sur I’'intervalle [4, + oo[_ X'[x—2)-(x—1j 2.(2.x_1)
propFrac| ————+ o el
i dmtn -
Ceci démontre : (xn - 2)(r +1)_ an >0 ou ©gilbertjulia
ce qui revient au méme (x, —2)(r +1)>x,>. [e—2){rlxch1)-x? 2(3-x-2)
xi—grxt2
5/99
)C2
4.d. Pour tout x de[ 4, +oof, r(x)-x= , expression strictement positive sur [ 4, + oo .
x> —4x+2

Ceci démontre I’inégalité r —x, >0 ou ce qui revient au méme r >x, .

. PP
La relation entre ¢, r et s que nous avons établie : —
t

~ | =

—s et le fait que s soit positif ou nul implique que

~ | —

1 . .
<—, autrement dit que ¢ =r . Finalement: t 2r>x,,.
r
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4.e.

Les trois relations dont nous disposons entre les rationnels a, r et  sont les suivantes :

1 1 1 1
o« | —+..4 + +-=1
X, X,p ) X—2 t

(1 1J 2 1
o | —+..+ +Z+-=1

X a

(Ne perdons pas de vue : x =x, =x,_, selon les notations que nous avons utilisées)

Nous pourrions en déduire: 2 + 1 = L +l cest-a-dire : 1 = _2 +l
X a x-2 t a x(x—2) t

Nous pouvons aussi noter que les (n —1) nombres entiers Xx,....,X,_,,X, —2 (peu importe ou se range
x, —2 parmi ces entiers) et le rationnel #, qui est plus grand qu’eux tous, vérifient les hypotheses de la
propriété H,_, .

Nous pourrions éventuellement en appliquer les conclusions : t +1<v, et x,...x,_, (xn - 2)(t + 1) Sy

n

Il resterait a établir comment nous pouvons en déduire I'inégalité a+1<v,,, (?7)

Nous admettrons ce résultat.

En supposant désormais cette inégalité justifiée :

Exploitons maintenant I'inégalité : x,...x,_, (x - 2)(t + 1) <v,..v,, en utilisant I’inégalité (x - 2) (r + 1) > xn2

n

vue en d4.c. Nous avons: X,.x, , X" < X..X,_, (x - 2)(r + I)S Xy Xy o (x - 2)(t + I)S v,..v, et en

n n

conséquence : (xl...xn_2 xz)(a + l)s (vl...vn) Vol -

Ce qui, en revenant aux écritures indexées, s’ écrit : (xl Xy X, X, )(a + 1) < (v1 VY, )v

n+l*

Nous pouvons en déduire que (H,) est héréditaire dans ce cas de figure, c'est-a-dire finalement quelles que

. . 1 1 1
soient les circonstances o — + ...+ ——+ =1

X X x, —1

n—1 n
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5. On suppose dans cette question que S +...+ 1 + !

X X

<1
n-1 xn -1

1l s’agit la du deuxieme cas de figure qui peut se présenter, concernant la position par rapport a 1 du

1
+

1
nombre — + ...+
X, X

1 (soit ce nombre est plus grand que 1, ce qui a été étudié aux questions 3 et 4,
n-1 Xn

soit il est strictement plus petit, ce qui nous intéresse maintenant).

5.a. Le nombre b est I’'inverse de la différence 1-— (i +..+ L +

X, X

Jqui est strictement positive et

n-1 xn -1

rationnelle (cocktail de rationnels).

S.b.(i+...+LJ+ ! +l=(i+...+ 1J+L+l=letd0nc ! +1=L+l.

X X, ) x,-1 b \x X,y ) x, a x,-1 b x, a
Posons: ¢ =1- i+...+L de sorte que : +l=i+l=c.
X, X, x,-1 b x, a
1 . 1 I 1
Nous savons que x, —1<x, <a de sorte que >— >— . Puisque les sommes +— et —+—
x,-1 x, a x, -1 b x, a
. I _ec_1_1 . . 2
sont égales, >—2>—2>—>— etinversement on obtient le rangement b >a=>—=x, >x, —1.
x,-1 x, 2 a b c
1 1 _ 1 1 1 1 1 1 1 1

—_ - +— - <— 4+ - =
x,-1 b+l x,-1 b b+1)" x

n

Puisque b>a,b(b+1)>a(a+1) et
b+2-x, <a+l—xn b+2-x, <a+l—xn
x, =) +1)" xla+1) (o, =)o +1)" x,(a+1)”

Donc :
(

Si cette inégalité est vérifiée, a fortiori, puisque a+1-x,<b+2-x,, celle-ci l’est aussi:
at+tl-x, < at+tl-x, .
(v, -1 +1)" x,(a+1)

En conséquence, ( et finalement, x, (a + 1) < (xn - 1)(b + 1) .

o 1o +1) " 3 a+1)

x, —1

Remarquons que si cette inégalité est vérifiée, alors : a +1< L J(b + 1) <b+1.

X

n
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6. Résoudre cette question revient a justifier que la proposition (H,) est encore héréditaire sous les
hypotheses de la question S, puisqu’elle est déja héréditaire sous les hypotheses des questions 3 et 4.

Sous les hypotheses de la question S, remplagons a par b et x,, par x', =x, —1.

n

Nous avons 1’égalité : 1+i +... +L +l =1.
X, x', b

. 1 1 1 1 1 1 1 1
Nous avons aussi : 1+—+...+ = 1+—+...+ + Si1l+—+..+ .+
X, x', -1 X, X x, =2

n—1

De deux choses 'une :

Cas 1. Ou bien ce nombre 1+i +..+

'_
X, x', -1

est supérieur ou égal a 1. Alors nous nous trouvons dans la

situation des questions 3 ou 4 et nous pouvons en appliquer les conclusions : b +1<v,,, ce qui va impliquer
a+l<b+1<v,,, et aussi (x1 Xy Xy )[(xn - 1) (b + 1)] Sv.v,V,y, ce qui va impliquer

(xl...xn_2 X, )[xn (a + 1)] <v,..v, v, » c'est-a-dire finalement les deux inégalités voulues.

Cas 2. Ou bien ce nombre 1+L +tot—

X, x', -1

est encore strictement inférieur a 1. Dans ce cas, nous allons

. . . . .. 1 1 1 1
itérer le remplacement. Il existe un rationnel strictement positif b, tel que : — +...+ ——+ +—=1

X, X x, -2 b,
rationnel qui vérifie conformément au résultat du S.b I’inégalité (xn —2)b2 Z(xn —l)b, et donc a fortiori
1

b, +1>b+1. Ou bien LAV -
X, X

2

n-1

=1 et nous sommes dans la situation 3 ou 4, ou bien nous
X
n-1 n

itérons. Au bout d’un nombre fini d’itérations de ce genre, nous finirons par obtenir un b, tel que

1 1 1
— ot —

X X

. =1 pour lequel les conclusions 3 et 4 s’appliquent et de proche en proche nous
n-1 Xn —

remonterons jusqu’aux deux inégalités voulues.

La propriété (H,,) est héréditaire dans tous les cas de figure, elle est héréditaire tout court. Elle est initialisée
au rang 1 en vertu de la question 1, elle est donc vraie pour tout entier n supérieur ou égal a 1.

7. Soit p un nombre jovial d’ordre n. Il existe une suite d’entiers tels que :

1 1 .
2<x <.<x,,<x,=p et —+..+——+—=1. La suite (xl,..., X

xl xn -1 p

fait, c’est dans ce contexte un entier) vérifient les hypotheses de la propriété (H n—l)‘ En vertu de cette

n—l) et le nombre «rationnel » p (en
propriét€ : p+1<v, ,autrementdit: p<v, —1=u,.
Tout nombre jovial d’ordre n est inférieur ou égal a u,, .

n
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Complément : Des algorithmes pour obtenir les nombres joviaux d’ordre 4 puis les
nombres joviaux d’ordre 5 puis quelques-uns d’ordre 6

Le programme jovial recherche
systématiquement tous les nombres
joviaux d’ordre 4. Il affiche pour
chacun sa liste des nombres a;.

Nous trouvons six nombres. Les
nombres 12, 15, 18, 20, 24, 42 sont
joviaux d’ordre 4.

jovial()

{23,742}
{2,3,8,24}
{2,3,9,18}
{2,3,10,15}
{2,4,5,20}
{2,46,12}

Terminé

e

El« jovial 7113

Define jovial(]:
Prgm

Local ij,k1

For i,1,39

For j,#+1,40
For kj+1,41
For 1k+1,42
©gilbertjulia

1 111
If —+—+—-+—=1 Then

i j k1
Disp {ijik1}
EndIf
EndFor
EndFor
EndFor
EndFor

||EndPrgm

Cherchons maintenant les nombres joviaux d’ordre 5, en remarquant, pour minimiser les investigations, que :

* L’entier x; ne peut prendre que les valeurs 2 ou 3.

1,1 1 1

* L’entier x, ne peut prendre que des valeurs inférieures ou égales a 6 car 7 +—+—+—+—<I.

. P . 5 1
* L’entier x; ne peut prendre que des valeurs inférieures ou égales a 17 car > +—+—+—+—<I1

Le programme jovial a été modifié pour
rechercher les nombres joviaux d’ordre
5 et afficher leur liste des nombres a;.

1806 comme prévu, 924, 630 par
exemple sont joviaux d’ordre 5.

r'cvialo

12,3,7,43 1806 }
{2,3,7.44924}
123745630}
123746483}
{2,3,7.48336 }
{2,3.7,40,204}
{23751238}
12,3754180}
123756168}
{2,3,7.60,140}
{23762126}
123,770,105 }
{2,37.7891}

{2,3.825600}
123826312}
{2,3827216}
{23828 168}

8 9 10
1 1 1

3 18 19 20

N'jovial' enregistr. effectué

| IDetine joviall)=
Prgm
Eeﬁnea={1}
Local i,/ lm
Fori 22
Forj,i+1,6

For ioj+1,17
For/i+1,1805
For m,/+1,1806
Dgilbertjulia

If i+i+i+l+i=1 Then
i j kI om

augment{a, {m } J—a
Disp {IJ,Fcf,m}
EndlIf

EndFor
EndFor
EndFor
EndFor
EndFor

SortA q

JDisp a
FEndrram

La liste compléte des nombres joviaux d’ordre 5 donnée par la calculatrice semble étre la suivante :

{15;18;20;20;24;28;28;28;30;30;30;33;35;36,;36;40;40;42;45;45;45;48;48;54;
56;60;60;60;60;60;70;72;72;72;84;84;88;90;91;96;99;100;105;110;120;120;120;
126 ; 126 ; 140 ; 140 ; 156 ; 156 ; 168 ; 168 ; 180 ; 189 ; 216 ; 220 ; 231 ; 238 ; 240 ;294 ; 312 ; 336 ; 342 ;

420 ;483 ;600 ; 630 ; 924 ; 1806}.
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Certains entiers apparaissent plusieurs fois dans cette liste, ce qui signifie qu’il existe plusieurs
décompositions de 1 en somme d’inverses de nombres dont le plus grand est cet entier.

Notons que les entiers 15, 20, 28 et 42 sont a la fois joviaux d’ordre 4 et joviaux d’ordre 5.

Sans avoir la prétention d’obtenir tous
les nombres joviaux d’ordre 6, il est
possible d’en trouver quelques-uns.
Ci-contre, quelques nombres joviaux
d’ordre 6 inférieurs a 1000 et pour
lesquels a, =2.

Nous retrouvons des  vieilles
connaissances, comme 90, 105 ou
120, mais aussi un lot de nouveaux
nombres joviaux. Certes, il y en a
beaucoup d’autres.

joviall] 2l jovial ne
{2,311,20,44330} ||[Define joviall)= =
{231217,44561} |[Prem
{ } Local ij,k i mn
23121748272} | |p o
{2,312,1838,684} ||[For j,i+1,12
{2,3,12,18,35,468} |[|For £/+1,20
For J,k+1,50
{2,31218,40,360} For m, 41,1000
{23121842.252} || L0 0 ) e
{2,312,1844 198} 2.0 0 k. I m
{2ipkim} v
{2,312,18,45180} Disp
{2,3,12,18,48 144} | [ ©gilbertjulia
EndIf
2,3,12,19,36,342
pa——1|
{23,12,19,38.228} | ||EndFor
{2,3,12,20,31,930} | [|EndFer
{2,3,12,20,32,480} -PoEer
PSSR IEndFor
{2,312,20,33,330} MlEndPrgm
{2,312,20,34,255}
{2,3,12,20,35,210}
{2,3,12,20,36,180}
{2,312,20,39,130}
{2,3,12,20,40,120}
{2,3,12,20,42,105}
{2,312,20,4590}
{2,312,20,48,80}
{2,3,12,205075}
It 1~
15/99 5
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Probleme 3 : Plus d’une chance sur deux pour tout le monde

Dans I’ensemble des nombres réels, si x est plus grand que y et si y est plus grand que z, nous pouvons
affirmer qu’alors x est plus grand que 7 (propriété de transitivité de la relation >). Le monde des variables
aléatoires définies sur un méme univers est parfois un peu plus paradoxal. Si X est plus souvent plus grand
que Y, et si Y est plus souvent plus grand que Z, nous aurions tendance a conclure qu’alors X est plus
souvent plus grand que Z. Cet exercice iconoclaste est la pour nous montrer qu’il n’en est rien. La relation
« étre plus souvent plus grand que ... » n’est pas une relation transitive. Les variables aléatoires définies sur

un méme univers ne peuvent pas étre ordonnées grdce a elle.

Partie I : Des urnes et des dés

1. Considérons I’expérience consistant a effectuer un tirage de deux jetons I’un de I’urne A, I’autre de I’urne
B. Cette expérience peut étre modélisée par I'univers a 16 éléments {12, 10, 3, 1}x{9, 8, 7, 2} muni de
I’équiprobabilité.

Un tableau a double entrée permet de représenter cet ensemble, chaque cellule en représentant un élément.

Dans les cellules de ce tableau, on considere la réalisation ou non de I’éveénement « X , > X, », 'inscription
A B

« 1 » marquant sa réalisation et I’inscription « 0 » sa non réalisation.

Urne A -

Ume B | 12 10 3 !
9 1 1 0 0
8 1 1 0 0
7 1 1 0 0
2 1 1 1 0

L’évenement « X , > X, » contient 9 éventualités, sa probabilité est égale a 6

Considérons de méme I’expérience consistant a effectuer un tirage de deux jetons I’'un de I'urne B, 1’autre de
I'urne C, modélisée par I'univers a 16 éléments {9, 8, 7, 2} x{11, 6, 5, 4} muni de I’équiprobabilité.

Un tableau a double entrée représente cet ensemble. Dans les cellules de ce tableau, on considere la
réalisation ou non de I’évenement « X > X - ».

Urne B -
Urne C |
11
6
5
4

—_—|—_ O

el Ll Ll k=) oo

—_—|— J

SO N

L’évenement « X , > X . » contient 9 éventualités, sa probabilité est égale a T
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Procédons de méme pour les urnes C et A en considérant I’évenement « X - > X, »:

Urne C -

Urme A | 1 6 > 4
12 0 0 0 0
10 1 0 0 0
3 1 1 1 1
1 1 1 1 1

L’évenement « X . > X, » contient 9 éventualités, sa probabilité est elle aussi égale a T

2.a. Les lois de probabilité des trois variables aléatoires sont les suivantes :

Valeurs x; de X 3 6
Probabilités 2 l

6 6

Valeurs x, de X, 2 5
Probabilités l l

2 2

Valeurs x; de X; 1 4
Probabilités l 2

6 6

L’évenement « X, >X, » est I’événement (Xl =6)D [(X1 =3)n (X2 =2) et sa probabilité est:
I 5 1_7
e A A AT

L’évenement « X, > X, » est 1’événement (X2 =5) O [(X2 = 2) N (X3 =1)] et sa probabilité¢ est:

. 1. 1_7

P\X,>X;)=—+—X—=—.

(x.>x,) 2 2 6 12

L’évenement « X;>X,» est 1’événement (X 3 =4)n (X ! =3) et sa probabilit€ est:
5.5_25

PX;>X,|)=—%x—=—.

(X, >x,)=oxo =2

2.b. Une stratégie favorable pour Claire est de laisser Paul choisir son dé. S’il choisit le dé 1, elle prendra le
dé 3 ; s’il choisit le dé 2, elle prendra le dé 1 ; s’il choisit le dé 3, elle prendra le dé 2. Ainsi elle aura, quel
que soit le choix de Paul, « plus d’une chance sur deux » de gagner.

2.c. Paul a intérét a choisir le dé 2. En effet, si Claire a étudié mathématiquement la situation (ce qui est le
plus probable ...), elle prendra le dé 1 et si par un heureux hasard pour Paul elle n’a pas étudié
mathématiquement la situation, elle prendra indifféremment le dé 1 ou le dé 3 ; I’alternative semble un peu
plus favorable a Paul que s’il avait choisi le dé 1.
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2.d. Appelons S; la somme des numéros obtenus en langant deux fois de suite le dé numéro i.

Valeurs s; de S, 6 9 12

Probabilités é E i
36 36 36

Valeurs s, de S, 4 7 10
Probabilités l l l
4 2 4

Valeurs s3 de S5 2 5 8
1

Probabilités

98]

6 36 | 36

L’événement « §, >S, » est I’évenement (S1 =12)D [(S1 =9) N ZSZ =10)|0 [(S1 =6) n (S2 =4)] et sa
probabilité est : P(S  >S 2)=i +£ ><3 +£ ><l =2. Curieusement, elle est plus petite que l La
36 36 4 36 4 144 2
robabilité de I’éveénement contraire est plus grande que L P(S >S ) =1- 9 -85
P pls grandeque 7= F92 72 144 144

NB. Voici une autre idée recue qui vole en éclats. Si X est plus souvent plus grand que Y, nous pourrions
penser qu’alors une somme X, + X, de variables aléatoires égales a X est plus souvent plus grande qu’une

somme Y, +Y, de variables aléatoires égales a Y. Que nenni !

L’évenement « S, >S5, » est I’évenement (S2 =10)D |_(S2 =7) n QS3 =8)JD [(S2 =4) N (53 =2) et sa

probabilité est : P(S2 > S3)=l +l ><E +l ><L =£, le méme résultat que ci-dessus. La probabilité de
4 2 36 4 36 144

_ 85

I’évenement contraire est : P(S3 > Sz) T

Dans le cas ou Paul choisit le dé numéro 2, Claire a intérét a choisir le dé numéro 3.

L'événement « S;>8, » est I'évenement  [(S;=8)n (S, =6)] et sa probabilité est:
_(25) _ 625 : : 1 :
P(S3 >S, ) “\36) "1296° Elle est elle aussi plus petite que 7 La probabilité de I’éveénement contraire
1 625 _ 671
est plus grande que — : P(S, > S, )=1———=——.
piis Srande die 5 (5,>5.) 1296 1296

Dans cette situation, nous observons aussi une non transitivité. Claire a toujours intérét a laisser Paul choisir
le dé en premier. Si Paul choisit le dé 3, Claire choisira le dé 1 ; si Paul choisit le dé 1, Claire choisira le dé 2.

En résumé, en cas de transitivité, une des urnes est plus favorable que les deux autres, un joueur a intérét a
choisir en premier et a choisir cette urne-la. En cas de non transitivité, au contraire, un joueur a intérét a
laisser son adversaire choisir en premier et a adapter sa stratégie en fonction de 'urne que son adversaire a
choisie.
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Partie II : La suite de Fibonacci et des urnes

1. Démonstration par récurrence. La récurrence porte sur deux rangs consécutifs.

F, =1 et F;=2. Compte tenu de ces valeurs, F; =2F, (la double inégalité stricte a démontrer n’est pas
vérifiée lorsque n=2)

Aux deux rangs suivants : F, =3 et F; =5. Compte tenu de ces valeurs, \/EF3 =242< F,=3<2F, =4
et V2 F W= 342 < F, =5<2F, =6. La double inégalité stricte a démontrer est vérifiée aux rangs 3 et 4.
Supposons que I’inégalité a démontrer soit vérifiée pour deux rangs consécutifs n —1 et n, c'est-a-dire que
V2F,  <F,<2F, et~J2F, <F,, <2F, .

Par addition membre 2 membre : /2 (Fn_1 +F, ) <F, +F, < 2(Fn—l + Fn) et compte tenu de la relation de
récurrence : \/EFn+l <F,,<2F,.

Si la double inégalité a démontrer est vérifiée pour deux rangs consécutifs n —1 et n, alors elle est vérifiée
pour les deux rangs consécutifs n et n+1. Elle I’est pour les rangs consécutifs 3 et 4 : Cette inégalité est
vérifiée pour tout entier n supérieur ou égal a 3.

Notons pour la question suivante que pour tout entier n=3 cette double inégalité est équivalente a:
V2 F 1
-—=>

>—,
2 " F, 2

2.a. D’apres la répartition proposée :

N

* X, prend les valeursde 3F, —F,_, +1 a 3F, ainsi que les valeursde F,_, +1a F,_, +F,_,.
* Xp prendles valeursde 2F, +1a 3F, —F,_, ainsi que les valeursde 1 a F,_, .

* Xc prend les valeursde F, +1a 2F,.

« X, >X,» est I’événement (XA >3F, —Fk_z)D [(F,C_2 <X,<F,_, +Fk_1) N (XB < Fk_z)] et sa
F F F
probabilité est: P(X , > X ) =52 + AL k2
Fy Fy F,
Cette probabilité s’exprime en fonction de deux des termes de la suite de Fibonacci:
(Fk _Fk—l)+Fk—l X(Fk _Fk—l)zl_Fk—l +Fk—l 1_Fk—1 .
Fy Fy Fy Fy Fy Fy
F
Fy

P(x,>X,)=

2

Si on note ry le rapport : r, =

, P(XA >XB)=1—rk +rk(1—rk)=1—rk

Compte tenu de I’encadrement du rapport de deux termes consécutifs (note de la question 1), nous obtenons

I’encadrement : %> P(XA > XB)>%.

F,
« X >X, »est I’événement (XB > 2Fk) et sa probabilité est :. P(XB > XC)= }’;_1 =r, . Nous avons de
k

ce fait I’encadrement : 72 > P(XB >X. ) >%.
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F,
« X->X, » est I’évenement (XA <F._, +Fk—l) et sa probabilité est : P(XA >XB)= oL égale 2 la

précédente et vérifiant le méme encadrement.

Les probabilités de chacun des éveénements X , > X, », « Xz, >X . », « X > X, » sont toutes les trois

: - o1
strictement supérieures a 7

2.b. Claire a intérét a laisser Paul choisir en premier, la situation est analogue a celle de L.2. Si Paul choisit A
(respectivement B, C), elle choisira B (respectivement C, A).

Partie III : Urnes non transitives
1l sera question dans cette partie d’une « propriété H, » qui va étre démontrée par récurrence.

1.a. L’univers de probabilité relatif au tirage de deux jetons, I’'un dans I'urne A et ’autre dans 1’urne B est un
univers contenant n”éléments et la probabilité de 1’événement « X 4 > X » est proportionnel au nombre

NA,B
2
n

N, de couples ot le numéro du jeton A est supérieur au numeéro du jeton B : P (X A>Xg ) =

Lorsque le tirage s’effectue dans les urnes D et E, I'univers de probabilité relatif au tirage de deux jetons,
I’un dans I'urne D I’autre dans ’urne E est un univers contenant (n + 2)2 éléments. La probabilité de tirer de

D un jeton provenant de I’'urne A et de I’'urne E un jeton provenant de I'urne B de numéro plus petit est le

: Nas _ n’
quotient (n +A2B)2 = (n s 2)2 P(XA > XB).

L’évenement « X , > X » est réunion de trois évenements plus simples a exprimer :

Xp>X,=(X, =X, >X, =X,)0(X, =3n+6)0|(X, =3n+1)n (X, 231 +4)| .

2 2
LA OV VR SRS SRV P(XA>XB)+2n+2'
(n+2) n+2 n+2 n+2 (n+2)

En conséquence : P(X p>Xg ) =
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1.b. De facon analogue, I’évenement « X, > X, » est réunion de deux évenements plus simples :
X, >X,=(X,=X,>X,=X.)0(X,23n+4) .

; ’ 2 2p(Xx,>X.)+2n+4
Enconsequence:P(XE>XF):(n:2)2P(XB>XC)+n+2:n (B(n+2C)Z n )
De méme, I’éveénement « Xp>Xp» est réunion de deux évenements :
X, >X,=(X, =X¢>X, =X,)0|(X, 231+2)n (X, =31+6)| .

. ’ 2 +1 n*P(X.>X,)+2n+2
Enconsequence:P(XF>XD):(nZZ)2P(XC>XA)+n+2xZ+2:n (C(n+2A)Z nTe

" on+2
2 —+2n+
PX,>X,)>~ =" P(XA>XBZ+2”+2 2 -1
2 (n+2) (n+2)? 2

Ainsi: P(X >XB)>% = P(Xx, >XE)>%.
1

1 N
De méme P(X c>X, ) >E = P(X P> X, ) > > les formules obtenues €tant identiques.

2
Enfin, P(XE >XF)=” P(XB >Xc)+2n+4:[

n?P(X,>X.)+2n+2 L2
(n+2)?

(n+2)° (2

Une implication de méme sens que les précédentes est obtenue a fortiori

1 p(X.>X.)+2n+2 1 1
P(XB>XC)>E = ( B(n+2c)2 - >E = P(XE>XF)>E'

. g . 1
Les trois probabilités en question sont toutes > 5
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2.a. La propriété H;
Il s’agit de répartir 9 jetons numérotés de 1 a 9 dans les trois urnes.
Remarquons que 9 = F; et utilisons la méthode développée dans II.1 :

* Les jetons numéros 2, 3 et 9 sont placés dans A.

* Les jetons numéros 1, 7 et 8 sont placés dans B.

* Les jetons numéros 4, 5 et 6 sont placés dans C.
Dans ces conditions : P(XA > XB)=ﬂ +£X£ =l +2><l =§.

s s F;, 3 3 39
Les deux autres probabilités en question sont : P(X s> Xc ) = P(X c>X, ) =5
3

Les trois probabilités sont toutes strictement supérieures a

La propriété H,

| =

Il s’agit de répartir 12 jetons numérotés de 1 a 12 dans les trois urnes. De nombreuses répartitions font

I’ affaire pour vérifier que H, est vraie.

La répartition {10,8,7,1} ; {12,6,5,3} ; {11,9,4,2} par exemple convient.

Il est possible d’obtenir une répartition
convenable autrement qu’empiriquement.

Sans prétendre obtenir toutes les solutions,
le programme clairepaul recherche des
répartitions non transitives.

Il attribue d’office les jetons 12 et 11 aux
urnes B et C (ces deux jetons ne peuvent
pas se trouver dans une méme urne) puis
effectue des essais systématiques.

Lorsqu’une répartition convenable est
trouvée, elle est affichée ainsi que les trois
probabilités associées.

"clairepaul” enregistrement effectué

Define clairepaul()=

Prgm

Local i,j, k1 mnxyzuv

seq(rrJr:Jl,lO)ed
0,0,012} 5
0,00,11f—¢

For 1,1,8

For /,1,8

For kj,8

For /1,5

For m, 5

For n,m,5

d—a

ali]-8[1]

au, mentl:left(a,f—l),right(a,10—1‘):]aa
e
augmentl:left(a,jfl),right(a,gfj)) —=a
alk|—=b|3

au, mentl:left(a,kfl),right(qS*k))—>a
e
augmentl:left(a,f—l),right(a,?—t‘)) —a
alm|-cl2
augmentl:left(a,m—1),right(a,6—m))aa
aln|-c|3
augmentl:left(a,nfl)Jright(a,S*n)) —a
logilbertjulia

O—x

0=y

0-z
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EndIf
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Nous constatons des cas ou les trois
probabilités dont il est question sont toutes

. .9
égales a —
16
Dans d’autres cas, certaines des trois

e e .-
probabilités peuvent étre égales a 2

En changeant le critere de sélection, il est
possible de repérer des répartitions non
transitives de sens contraire, c'est-a-dire

telles que P(X A >Xg ) <—

P(XB >Xc)<% et P(Xc >XA)<_

"clairepaul" enregistrement effectué 4
augment(leﬂ.(a,ifl ),right(aﬁﬂ')) —a K
alm|—c|2
augment(left(a,m—l),right(a,t’:—m))»a
a[n} = 6[3}
augment(leﬂ.[a,rzflj,right(a,Sfri))ﬂ a
k@gﬂbert]uha
O—x
0=y
O-z
For u,1,4
For v,1,4
1f a[u])b[v} Then
x+l—x
EndIf
1f b[u]>c[\'] Then
1=y
EndIf
1f c[uba[v] Then
z+l—>z
EndIf
EndFor
EndFor
If x>8 and y>8 and z>8 Then
Disp a{b,c
XWZ
Disp 16

EndIf

EndFor
EndFor
EndFor
EndFor
EndFor
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EndFor i

EndFrgm =

clairepaul 41/50
aJI=004] -
augment(left(aj—l)Jright(a, 9—j))aa
alk]- 53

au ment(leﬂ(a,k—llright(a,S—k))4a
a[ﬁac[l

augment(leﬂ.(a, i*l)irighl.(a, 771))%0
a[m}ach]
augmenl.(leﬂ.(a,mfl),right(aj(rm))ﬁa
a[n]—w[fﬂ

augmenl.(leﬂ.(a, rzfl),right(ajsfn)) —a
©gilbertjulia

0—x

O-y

O0-—z

For u,1,4

For v,1,4

If a[n]>b[v] Then

16716716
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X+1—x

EndIf

If b[n]x[v} Then
A+l-y

EndIf

If c[u}>a[v} Then
+l-z

EndIf

EndFor

EndFor

ciafr‘epayl()

EndIf

7,890 {1,3,1012} {4

Ly

EndFor

EndFor d
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2.b. La question III.1 montre que la propriété H, est héréditaire de deux en deux rangs, c'est-a-dire que si H,
est vraie, alors H,,, est vraie.

» Le fait que Hj; soit vraie initialise le processus de récurrence pour les rangs impairs, et le fait que H,
soit vraie initialise le processus de récurrence pour les rangs pairs.

» L’affirmation H, est vraie pour tous les rangs impairs a partir du rang 3 et pour tous les rangs pairs a
partir du rang 4.

Finalement, H, est vraie pour tous les rangs, quelle que soit leur parité, a partir du rang 3.

Quel que soit ’entier » au moins égal a 3, il existe toujours une répartition de 3n jetons numérotés de 1 a
3n dans trois urnes A, B, C (n jetons dans chaque) telle qu’un jeton tiré de A est plus souvent plus grand

qu’un jeton tiré de B, un jeton tiré de B est plus souvent plus grand qu’un jeton tiré de C, et un jeton tiré de
C est plus souvent plus grand qu’un jeton tiré de A.

En résumé, quel que soit ’entier n au moins égal a 3, il existe des répartitions non transitives de 3n jetons
numérotés de 1 a 3n en trois lots équipotents.
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