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Probléeéme 1 : petits poids.

Ce premier probléeme du concours général 2015 nous invite a suivre les pas de Clara et d’Isabelle, deux
mathématiciennes en herbe soucieuses de minimiser le « poids » d’une suite.

Isabelle considere toutes les permutations' possibles de n réels {xl,xz,...,xn}.

La méthode exhaustive d’Isabelle permet de repérer a coup siir le plus petit élément de I’ensemble des poids des
n! permutations de {xl,xz,...,xn} et de déterminer toutes les suites dont le poids est égal a ce poids minimal.

Mais cette méthode devient rapidement trés coiiteuse (déja 5040 permutations pour n =17 ).

Clara, plus pressée parait-il, exécute un algorithme lui permettant de déterminer une seule suite dont le poids
n’est « pas trés grand ». Elle n’a cependant pas la garantie de trouver le poids minimal. L’objet du probleme est
Jjustement d’évaluer la qualité de la méthode de Clara.

Trois remarques préalables :

* Si les nombres x; sont tous de méme signe, alors |x1|s|x1+x2|s...s|x1+...+xn| . La suite

x= (xl, Xy geees xn) a pour poids |x1 +..+ xn|, et une modification de 1’ordre des termes n’en change pas

le poids. Le probleme n’a pas d’intérét dans un tel cas.
* La suite « opposée » —x= (— X5 = Xypers —xn) d’une suite x =(x1, Xy geees xn) donnée a le méme poids

que la suite x car : DiD{l, 2,.., n} : |— X —...—xl.| =|— (x1 +.. +xi)| =|x1 +...+xi|
e Etant donnée une suite x=(x1, Xy geees xn), si 'on change 1’ordre des termes (soit 0 la permutation

associée), le terme de plus grande valeur absolue ne change pas (i.e. max‘xg(k)‘ = max|xk| ) et la somme
k k

).

=|x1 +..+x,

des termes |x,(;) +... + x4(,)| ne change pas non plus (i.e. ‘xa(l) to a0

"'Une « permutation » de la suite x = (xl, X5 5eees xn) est une suite formée des mémes réels x;, X,,..., X, mais ordonnés dans
un ordre différent. Par exemple (1, 2, 3);(1, 3, 2); (2, 1, 3);(2, 3, 1);(3, 1, 2);(3, 2, 1) sont les six permutations de la suite
(1,2,3).

On peut expliciter une permutation de (xl, X5 e xn) a I’aide d’une bijection i > U(i) de I’ensemble {1, 2y n} des indices

sur lui-méme : (xg(l), Xg(2)sees xg(n))
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1.1. Le poids de la suite x= (3, 5,—-6,-8, 2) est le plus grand des nombres:
3:3+5=8;[3+5-6/=2;3+5-6-8=6;[3+5-6-8+2|=4
Le poids de cette suite est égal a 6.

On obtient un poids plus petit en réordonnant par exemple ainsi : x, = (3, -6, 2,5, - 8)
Le poids de cette suite réordonnée est le plus grand des nombres :

3;[3-6/=3;[3-6+2/=1;[3-6+2+5=4;[3-6+2+5-8=4.

Ce poids est égal a 4.

1.2. Dans le cas de la suite x = (1, 2,..., 2015, — 2015,..., = 2, —l), la somme des k premiers termes augmente tant
qu’on considere des termes de signe positif (donc jusqu’au 2015°™ terme) et diminue ensuite. La plus grande de
ces sommes est 1+ 2 +...+2015 =w =2031120

Le poids de cette suite est 2031120

On obtient un poids plus petit si on alterne des termes de signe différents : x, = (1, -1,2,-2,.,2015, - 2015).

En effet, la somme des premiers termes est nulle si on considére un nombre pair de termes et égale au dernier
terme écrit si on considére un nombre impair de termes. La plus grande des sommes obtenues est 2015, c’est le
poids de la suite ainsi réordonnée.

2.1. 11y a six permutations possibles :
(1, 2,-4), (2.1, -4), (1, -4, 2), toutes trois de poids 3 ; (2, -4, 1) de poids 2, (-4, 1, 2), (-4, 2,1) toutes
deux de poids 4.

La permutation de plus petit poids est la permutation (2, -4, 1) dont le poids est 2.

Clara construit quant a elle une permutation dont le premier terme est 1. Ensuite, elle a le choix entre 2 et — 4.
Elle peut considérer aussi bien la permutation (l, 2, —4) que la permutation (l, -4, 2). Dans les deux cas, le

poids est égal a 3.

Conclusion: I =2;C =3

2.2. Il y a 24 permutations possibles. Parmi elles, deux ont pour poids 1, le poids minimal nécessairement, ce
sont les permutations (1, -2,2, - l) et (— 1,2, -2, 1).

Quant a Clara, elle construit une permutation dont les deux premiers termes sont 1 et —1, dans un ordre
quelconque, et les deux derniers 2 et —2 dans un ordre quelconque. Elle obtient I’une ou I'autre des quatre

permutations (1, -1,2, - 2) ; (1, -1, -2, 2) ; (— 11,2, - 2) ; (— 1,1, -2, 2), toutes de poids 2.

Conclusion: I =1;C=2
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3.Cas n=2.

Remarque préalable : De fagon générale, soit a, b, c trois réels positifs tels que a<b .
Alors, max(a, c)s max(b, c). En effet :

e Sib<c,alors max(a, c) = max(b,c) =c.

e Sia<c<b,alors max(a, c) =c< max(b,c) =b

e Sic<a,alors max(a, c)=a Smax(b,c)=b

NB. Cette propriété s’étend au cas de quatre réels positifs a, b, ¢, d : a<b = max(a, c,d )s max(b, c,d )
En effet, max(a, c,d ) = max(a, max(c, d )) et max(b, c,d ) = max(b, max(c, d )) ; on applique des lors I’inégalité

obtenue ci-dessus. Nous aurons a utiliser cette inégalité portant sur quatre nombres positifs dans la résolution de
la question 4.

Elle pourrait étre généralisée : a, b, c,,..., ¢, étant positifs, a <b = max(a, Claeens C ) < max(b, Claeens ck)

Soit maintenant x = (xl, xz) une suite de 2 réels. Il y a deux permutations possibles, (xl, xz) et (xz, xl), de poids

); pds(xz, x1)=maqu2| ; |x1 + x2|).

respectifs pds(xl, xz) = maXQxl| ; |x1 +x,
Clara choisit celle qui commence par le nombre de plus petite valeur absolue. D’apres ce qui précede, c’est celle
qui a le plus petit poids. Donc C =1

4.Cas n=3

Si les trois nombres sont de méme signe, alors toutes les permutations ont le méme poids, la valeur absolue de la
somme des trois nombres : [ =C .

Le cas « intéressant » est celui ot I’'un des nombres est du signe contraire a celui des deux autres.

Sans diminuer la généralité, on peut supposer que ’'un est négatif et les deux autres positifs (quitte a changer
tous les signes).

A cet effet, soient x,y,ztrois réels positifs et tels que y < z. Considérons les six permutations de {— X, y, z} et
discutons suivant les valeurs de x relativement a y et a z, quelles sont les valeurs de Cetde 1.

Commencgons par exprimer les poids de ces six permutations :

D= pds(— x,y,z) = max(x, |y - x|, |y tz- x|) ; Dy = pds(— x,z,y) = max(x, |z - x|, |y +z- x|)
Py = pds(y,-x,z)Z max(y, |y - x|, |y +z- x|) ; Dy = pds(y,z,—x): max(y, y+z, |y +z- x|)
Ps = pds(z,-x,y) = max(z, |z - x|, |y +z- x|) ; D¢ = pds(z,y,- x) = max(z, y+z, |y +z- x|)

Compte tenu de ’hypothese 0< y<z : ps = p, quelles que soient les valeurs de x, y, z en vertu de la remarque

NB notée en question 3. Il n’y aura pas a prendre en compte dans la recherche de [ la sixieme permutation.
D’autre part, ni la cinquieme ni la sixieme permutation ne seront utilisées par Clara.
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Remarquons d’abord que si 0<x<z alors: y—z<y—-x<yet y<y+z—-x<y+z.
En conséquence: p,=p, =p;=ps=y+z—xet p,=y+z.

* Si x<y, Clara obtient la premiére permutation (cl, cy, 03) = (— X, Y, z) ;
* Si y<x<z,Claraobtient la troisiéme permutation (cl, c,, c3) = (y, - X, z) .

Dans cesdeuxcas: C=1=y+z-x.

Il reste a étudier ce qu’il se passe lorsque x =z

Les expressions des divers poids deviennent :
D= pds(— x,y,z)= max(x, X y|y +z- x|) ; D, = pds(— x,z,y): max(x, x—2z, |y +z- x|)
D3 = pds(y,—x,z): max(y, xX=Y, |y tz- x|) ; Dy = pds(y,z,—x): max(y, y+z, |y +z- x|)
ps = pds(z,—x,y): max(z, x-2z |y +7- x|) :

y< x= p, < p, en vertu de la remarque NB notée en question 3.

Pour la méme raison, z<x= ps < p,
Seuls ps;, p,, ps sont a considérer pour déterminer /.
Occupons nous d’abord de ps = max(z, X -z, |y +z- x|)

Lorsque z<x<2z,le plus grand des deux nombres z et x — z est le nombre z.
D’autre part, y—z< y+z—x<yetafortiori—z7<y+z—-x<z,le plus grand des deux nombres |y +z —x| etz

est le nombre z. Dans ce cas, ps =z

Lorsque x=2z, le plus grand des deux nombres z et x — z est le nombre x—z.

D’autre part, |y+z—x|=x—y—z£x—z .Danscecas, ps=x—z

Occupons nous maintenant de p; et p4, qui intéressent plus particulierement Clara. Les ensembles dont ils sont les
plus grands éléments ont deux éléments en commun : y et |y +z- x| . L’ordre de rangement de p; et p, dépend

de celuide x—y et y+ z, c'est-a-dire du signe de x —2y — z, ce qui nous amene a distinguer deux cas :

Premier cas: z<x<2y+z.

Alors x—y<y+z et p, < p,.Le poids minimal se jouera entre p; et ps.

Clara obtient (cl,cz, c3)=(y, - X, z),la troisieme permutation car0< x—y<y+z.
C=p3=max(y,x—y,|y+z—x|).0r: —y=y+z-(2y+z)£y+z—x<y+z—Z=y
Ce qui implique que |x -z- y| <y donc que C = p, =max(y,x - y).

Les valeurs relatives de y et de z entrent en jeu. Si y et z sont tels que z<2yet que en outre z< x<2y, alors

C =p, =y=1 (plus performant que ps=z)etsinon C=p,=x—-y

Gilbert JULIA |I|
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Deuxiéme cas: x>2y+z,alors x—y>y+z et p; 2 p,.Le poids minimal se jouera entre p, et ps.

Clara obtient (cl, c,, c3) = (y, Z,— x) , la quatrieme permutation.
C=p, :max(y,y+z,x—y—z):max(y+z, x—y—z).
e Si 2y+z<x<2y+2z,alors C=p,=y+z.
e Six=22y+2zalors C=p, =x-y—z (onretrouve la valeur absolue de la somme des termes).

Il se détache deux situations dans lesquelles I = ps<C.

27<x<2y+z 2y+7<2z<x<2y+2¢
C=x-y C=y+z
I:PSZX‘Z ]:pS:x—Z

La premiere se produit lorsque z<2y. Dans ce cas: C< (2y + z)— y<3y tandis que p;=2z—z=2y. On
obtient : £S3—y:§.

ps 2y 2
La deuxieme se produit lorsque z=2y . Dans ce cas: C< 372 tandis que ps;=2z—-z=z. On obtient:

C 3z_3

— < —=—

ps 2z 2

Dans tous les cas, C < 3—21

S.1. |x1+...+xn Spds(xl,xz,..., xn) quelle que soit la suite x=(x1,x2,..., xn) considérée car le nombre

S = |x1 +x, +...+ x,| appartient a ’ensemble des réels dont le poids de la suite est le plus grand élément.

Une permutation des termes de la suite x = (xl, Xy geees xn) ne changeant pas la valeur de la somme des termes, S
est inférieur ou égal au poids de toutes les permutations de (xl, Xy yenes xn), en particulier au poids de celle(s) de
poids minimal : S<17.

5.2. Soit une suite (xl, Xy seees xn) que I’on peut supposer rangée de facon que M =|x,|.
D’apres la définition de [ : |x1 +..+ xn_l| <I et |x1 +ootx, tx, ST
{|x1 +..+ xn_1| SI=-I< —(x1 I xn_l)S I

b+t |ST=-T<sx +.o+x, +x, <]

En ajoutant membre a membre les deux doubles inégalités : — 27 < x, <2[ et par conséquent M = |xn| <2I.

Gilbert JULIA E
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5.3. Puisque toutes les permutations d’une suite ont une méme somme de termes, on peut considérer d’emblée
une suite (xl, Xy yenes xn) déja ordonnée selon la méthode de Clara.

On suppose que C>M c'est-a-dire qu’il existe au moins un indice j=1: ‘xl +x, tootx; x> M (il faut

au moins deux termes pour dépasser M).
>M . De la sorte,

On considere le plus petit de ces indices : [x; +x, +..x; + xj‘ SM et ‘xl tx, tox; txgy

X ;4 est nécessairement non nul.

Par définition de x ,,, pour tout indice k tel que j+1<k<n : ‘xl tx, tox; + xk‘ = ‘xl tx, tox; tx

s |

Donc, pour tout indice ktel que j+1<k<n : ‘xl +x, X +xk‘>M .

La somme (xl +x, +..x j) ne peut étre nulle (on aurait |xk| > M , en contradiction avec la définition de M).

Pour un tel indice : ou bien x, >M —(xl +x, +...xi)0u bien x, <-M - (xl + X, +...xi).

Si (xl +x, +..x j)>0, alors la deuxiéme éventualité est a rejeter (on aurait |xk| >M ) , seule I’éventualité

x, =2 0est possible.

Si (xl +x, +...xj)<0, alors la premiére éventualité est a rejeter (on aurait |xk|>M ) , seule I’éventualité
x, <0Oest possible.

Ainsi  x;,,...x, sont tous strictement du méme signe, celui de (xl +x, +...xi) . I s’ensuit que

n

‘(x1 +x, +...xj)+xj+l <‘(xl +x, +...xj)+ Xin T X4 <‘(x1 +Xx, +...xj)+ X; +...+xn‘=S

On obtient dans ce casque C =S .

Ou bien C<M ,oubien C =S et donc CSmax(M, S)

5.4. M et S étant tous deux inférieurs ou égaux a 217, max(M , S ) <21 ;afortiori C<2I.

5.5. Pour un nombre pair de termes, la suite : (1, -1,2,-2,2%, =2% .2F ,—2”) convient.

C’est une suite de Clara de poids 27, mais la suite réorganisée (2”_1,— 2P 2P —Pl or72 P72 ) est de
poids 277", On a ainsi obtenu une suite réorganisée dont le poids est inférieur ou égal a ER

En vertu de 5.4, on ne peut faire mieux. Dans le cas de cette suite : C =2/

Gilbert JULIA |I|
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Probleme 2 : Tétraedres.

Ce probleme porte sur certaines propriétés des tétraedres. On y apprend qu’un tétraédre possede un centre de
gravité, une sphére circonscrite mais qu’en revanche ses hauteurs peuvent ne pas étre concourantes.
(Quand elles le sont, le tétraedre est dit « orthocentrique »).

1. Prérequis

La question 1 de ce probleme porte sur la notion de barycentre, une application majeure de 1’outil du calcul
vectoriel qui, dans sa généralité, ne figure plus dans les programmes du lycée.

On considerera cependant comme prérequises les notions suivantes :

1. La caractérisation vectorielle du milieu d’un segment [AB] : le milieu / du segment [AB] est ’'unique
point de I’espace tel que IA+IB=0

2. Sa propriété vectorielle fondamentale : pour tout point M de 1’espace : MA + MB =2MI
3. La caractérisation vectorielle du centre de gravité d’un triangle ABC : le centre de gravité G d’un triangle

—_— — —

ABC est I'unique point de I’espace tel que GA +GB + GC = 0

—_— — —

4. Sa propriété vectorielle fondamentale : pour tout point M de I’espace : MA+ MB + MC = 3IMG

La question 2 est en rapport avec la notion de plan médiateur d’un segment de 1’espace.

Etant donnés deux points distincts A et B de 1’espace, un point M est équidistant de A et de B, c'est-a-dire est tel
que MB = MA, si et seulement si la relation MB? — MA? =0 est vérifiée.

Or pour tout point M de ’espace : MB* — MA* = (MB MA)(MB + MA)

* D’apres la relation de Chasles : MB-MA=AM +MB = AB
» [ désignant le milieu du segment [AB] : MB + MA =2 MI d’apres la propriété fondamentale associée au
milieu d’un segment.

Donc, pour tout point M de I’espace : MB? — MA* = 2ABMI .
Ainsi: MB? = MA® =0 « ABMI =0

La nullité de ce produit scalaire caractérise I’appartenance de M au plan passant par le milieu / du segment [AB]

et dont un vecteur normal est le vecteur AB Ce plan, passant par / et de vecteur normal AB, est le plan
médiateur du segment [AB], ensemble des points équidistants de A et de B.
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2. Eléments de correction

1.1. On peut tenter de situer le(s)point(s) solution(s) par rapport a I’un des points A, B, C ou D (A par exemple).

Par  application de la relation de  Chasles, pour tout point M de I’espace:
MA+MB+MC+MD=MA+ (MA + AB) (MA + AC)+ (MA + AD) 4MA + (AB +AC + AD)

MA+ MB+ MG+ MD =0 = AM =" (a5 + 3¢ + 2D)

_— —_— _— _— -

On obtient: MA+MB+MC+MD =0 wAM—%AB+iAC+iAD

(_>_._>

Les points A, B, C, D étant non coplanaires, les trois vecteurs |\AB, AC, AD) sont indépendants. Tout vecteur de

I’espace s’écrit de maniere unique comme combinaison linéaire de ces vecteurs et la relation vectorielle
précédente détermine un point et un seul.

—_— —_— _— —_— -

I existe un unique point, noté désormais G, vérifiant GA+ GB +GC +GD =0 ; ce point est déterminé par la

—  —  —

relation vectorielle : r@ = % (AB + AC + AD)—%AB + i AC + 411 AD

1.2. Soit G4 le centre de gravité du triangle BCD.

_— — —

En appliquant la propriété vectorielle fondamentale du centre de gravité d’un triangle : AB+ AC + AD =3AG,

et par suite : E:% AG,

1.3. Les points A, B, C, D étant supposés non coplanaires, A est extérieur au plan (BCD) et les points A et G4 sont
des points distincts, ce qui légitime la définition de la droite (AG,).

—_—

Les vecteurs AG et AG, étant colinéaires, les points A, G, G4 sont des points alignés : G appartient a la
médiane (AG,).

Soient G, G¢ et Gp, les centres de gravité des faces opposées, respectivement, aux sommets B, C et D.

La relation définissant G étant invariante par toute permutation des lettres A, B, C, D on obtient sans nouvelle
démonstration trois autres relations vectorielles analogues a celle que 1’on vient d’obtenir avec Gy :

BG=2BG, ;. CG=>CG. et DG=>DG,
4 4 4

Ces relations de colinéarité situent le point G sur chacune des trois autres médianes du tétraedre, (BG3z), (CGc) et
(DGp).

Les quatre médianes du tétracdre concourent au point G.

Gilbert JULIA
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2. L’existence d’une sphere circonscrite au tétraédre équivaut a I’existence d’un point O équidistant de ses quatre
sommets.

Si un tel point existe, il devrait appartenir a chacun des plans médiateurs des six arétes. C’est pourquoi on va
s’intéresser a certaines intersections, deux a deux, de ces plans.

Soient Pap et Pac les plans médiateurs des arétes [AB] et [AC] du tétraedre.

Les points A, B, C, D étant supposés non coplanaires, les points A, B, C ne sont pas alignés et les deux vecteurs

AB et AC ne sont pas colinéaires. Donc les plans P,z et P, qui admettent respectivement AB et

_—

AC comme vecteur normal, ne sont pas parall¢les. Ils sont sécants suivant une droite.

MA=MB
Un point M appartient a cette droite intersection de P4p et Pac si et seulement si : {M c c'est-a-dire si et

seulement si MA=MB=MC .

Du fait que ses points sont équidistants de B et de C, A ;. est aussi incluse dans Pgc, le plan médiateur de [BC].

Cette droite, que 1’on va noter désormais A ., est I’ensemble des points équidistants des points A, B et C. Elle

passe par le centre du cercle tracé dans le plan (ABC) circonscrit au triangle ABC (du fait que ce point est
équidistant des sommets du triangle), et elle est perpendiculaire au plan (ABC) (puisque sa direction est

orthogonale a deux vecteurs non colinéaires de ce plan, les vecteurs AB et AC ). On Dappelle [’axe
médiateur du triangle ABC.

On définit de méme I’axe médiateur du triangle ABD : A 5, =P,z n P,,, intersection des plans médiateurs de
[AB] et [AD].

Les deux droites A - et A,,, sont non paralleles car orthogonales a deux plans sécants. Elles sont de plus
coplanaires, toutes deux incluses dans le plan P,p. Elles sont donc sécantes.

Soit O leur point d’intersection. Ce point vérifie la relation OA = OB = OC car il appartient a A ,,. et la relation

OA =O0B =0D car il appartient a A ,;,, il est équidistant des quatre sommets du tétracdre.

O appartient de ce fait aux axes médiateurs des deux autres faces Ay, et A, ., (les quatre axes médiateurs
concourent en O).

Réciproquement, si une sphere passe par les quatre sommets du tétragdre, son centre est équidistant des points A,
B, C, D. Ce centre est dans chacun des plans médiateurs P,p , Pac et P4p: il s’agit nécessairement du point O,
seul point commun a ces trois plans. Cette sphere passant par A a pour rayon OA : il s’agit de la sphere S.

Il existe une unique sphere passant par chacun des quatre sommets du tétragdre, dont le centre est I’unique point
O de I’espace vérifiant OA=0OB =0C =0D
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3.2. Les hauteurs d’un tétragdre ne sont pas
nécessairement concourantes.

Pour le prouver, on peut proposer un contre-

exemple d’un tétraedre dont les hauteurs ne sont pas D c -
concourantes.

[ A "
ABCDA’B’C’D’ étant un cube, on considere le B

tétracdre A’BCD. \
(A'A) est la hauteur issue de A'. \
La hauteur issue de B est une droite du plan passant

par B et orthogonal a (CD), c'est a dire une certaine
droite du plan de la face BCC'B'. = B

(AA’) est strictement parallele a ce plan. Les deux
hauteurs issues de A’ et de B sont non coplanaires
donc non sécantes. Les hauteurs de ce tétraedre ne
concourent pas.

3.1 et 3.3. Etudions le cas du tétragdre régulier.

Les quatre faces d’un tel tétracdre sont des triangles équilatéraux et les quatre sommets appartiennent a I’axe
médiateur de la face opposée.

Puisque les faces BCD, CDA, DAB, ABC sont des triangles équilatéraux, leurs centres de gravité sont aussi
centres de leurs cercles circonscrits et appartiennent a leur axe médiateur. La médiane issue d’un sommet donné
est aussi I’axe médiateur de la face opposée. En tant qu’axe médiateur, cette médiane est perpendiculaire a la
face opposée. C’est également une hauteur.

Il en résulte que si ABCD est un tétracdre régulier, alors quel que soit le sommet considéré, hauteur et médiane
qui en sont issues ainsi qu’axe médiateur de la face opposée sont une seule et méme droite.
Les points G et O sont un seul et méme point ou concourent les quatre medianes-hauteurs-axes-médiateurs.

Il reste a étudier les réciproques ...
3.1. Considérons un tétraedre dont les hauteurs concourent en O.

De fagon générale, chaque hauteur du tétragdre, étant perpendiculaire a la face opposée au sommet dont elle
issue, est une droite parallele a I’axe médiateur de cette face. Si de plus cette hauteur passe par O alors les deux
droites en question sont confondues puisque paralléles et ayant un point commun.

Si les quatre hauteurs concourent en O, alors chaque hauteur est aussi I’axe médiateur de la face opposée : le
sommet dont elle est issue est équidistant des trois autres sommets du tétracdre.

11 suffit dés lors de considérer trois des hauteurs, par exemple &,, hy, h., hauteurs issues de A, B et C:
* A est équidistant des trois autres sommets : AB=AC =AD
* Best équidistant des trois autres sommets : BC = BD = BA
* (Cest équidistant des trois autres sommets : CD =CA =CB

Ce qui implique que AB=AC=AD=BC=BD=CD, les six arétes ont méme longueur, le tétracdre est
régulier. La réciproque de 3.1 est établie.
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(On note qu’il est suffisant que trois quelconques des quatre hauteurs concourent en O pour que la quatrieme
concoure aussi en O et que le tétraedre soit régulier).

3.3. Considérons un tétraedre dont les hauteurs concourent en G c'est-a-dire dont les médianes sont aussi les
hauteurs.

Les droites (AG A) ; (BGB) ; (CGC) ; (DGD) sont, en qualité de hauteurs, perpendiculaires, respectivement, aux
faces BCD, CDA, DAB, ABC du tétraedre.

Etudions le statut des points G4, G, G¢ et Gp.
e Ladroite (AG A) étant perpendiculaire au plan (BCD), elle est orthogonale a toutes les droites de ce plan,
en particulier a (CD) et a (BD)
e Ladroite (BG B) étant perpendiculaire au plan (CDA), elle est orthogonale a toutes les droites de ce plan,
en particulier a (CD).
* Ladroite (C GC) étant perpendiculaire au plan (DAB), elle est orthogonale a toutes les droites de ce plan,

en particulier a (BD).

(CD) étant orthogonale aux deux droites sécantes (AG A) et a (BGB) du plan (ABG) est perpendiculaire a ce
plan. Elle est orthogonale a toutes les droites de ce plan, en particulier a (BG n )

. (BG A) U (CD) : (BG A) est une hauteur du triangle BCD.
(BD) étant orthogonale aux deux droites sécantes (AG A) et a (CGC) du plan (ACG) est perpendiculaire a ce
plan. Elle est orthogonale a toutes les droites de ce plan, en particulier a (CG " )

. (CGA) O (BD) : (CGA) est une hauteur du triangle BCD.

Le point G, appartenant a deux hauteurs du triangle BCD, il s’agit de 1’orthocentre de ce triangle.
On montrerait de la méme fagon que Gg, G¢ et Gp sont orthocentres, respectivement, de CDA, DAB, ABC.

Or, un triangle dont le centre de gravité est confondu avec I’orthocentre est un triangle équilatéral. Les faces du

tétraedre sont des triangles équilatéraux et le tétra¢dre est régulier. La réciproque de 3.3 est établie.
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4.1. Les quatre droites non coplanaires A j»pour j= 1, 2, 3, 4 concourent en H.

Soit un tétracdre A;A,A;A, (donc quatre points non coplanaires) tel que pour j =1, 2, 3, 4, la hauteur issue de
Ajest la droite A ;.

A/A, A A, étant supposé étre un tétraedre, les points A,, A,, A;, A, sont par hypothese non coplanaires.
Cherchons a quelle condition le point H appartient
H appartient a chacune des droites A si et seulement si pour chaque indice j les vecteurs HA; et u; sont

—_—

colinéaires c'est-a-dire si et seulement si il existe un réel x; tel que HA; = x; u; .

En tant que hauteur issue de A, la droite A, est perpendiculaire au plan (A2 AA, )

—_—

Ce plan admet comme paire de vecteurs directeurs la paire A, A, ; AyA, , vecteurs indépendants puisque A,, A;
et A4 ne sont pas alignés.

Une condition nécessaire et suffisante pour que A, soit perpendiculaire au plan (A2A3 A4) est que le vecteur u, ,

directeur de cette droite, soit orthogonal aux deux vecteurs directeurs A, A, ; A;A, du plan (A2 AA, ) Clest-a-

u, A A, =0

dire que : .
u,.A,A, =0

—_— —_— —

Or: AyA, = HA, — HA, =xy u; —x, u, etde méme: A,A, = HA, — HA, = x, u, - x, u,

ul.(x3u3—x2u2)=0 N X3¢3 =X ¢ =0
soit 2 :

A A, =0
X4 €y~ X5 =0

équivalent a :

Les relations - o
u,.AyA, =0 .ul.x4u4—x2u2)=0

. L . - [xenmxe,=0 (1)
Ainsi, A, est perpendiculaire au plan (A2A3A4) si et seulement si .
X4 €y =Xy €5 =0 (2)

On procede de méme pour chacune des autres hauteurs :

95
~

* A, perpendiculaire au plan (A3A4A1) équivaut a

{x4 Cpy ~X3C93 =0
X €y = X3Cp3 =0

oS
N N

N P .| Xies T X e =0
* A, perpendiculaire au plan (A4A1A2) équivaut a 3
Xy C3p =Xy €34 =0

—~
~
~—

Xy Chpp =X, C4 =0
* A, perpendiculaire au plan (A1A2A3) équivaut a { SRR

X3C43 =X €4 =0

—
o0
~—

(NB. On note que par symétrie du produit scalaire : ¢;; =c;, I'ordre des deux indices est sans importance)

ji>
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X3C;3 — Xy ¢, =0
(1) et une combinaison (8) - (7) fournissent : Thome (S 1)
X3C43 Xy Cqp =0

X; C3 =X, C34 =0
(5) et une combinaison (4) - (3) en fournissent : P T (S 2)
X1 Cyp T Xy €y =0

Considérés comme systemes de deux relations entre x; et x, , ces systémes ont, au signe pres, le méme
déterminant : ¢;5 C, ~C5Cy3 -

On peut combiner autrement ces relations :

Xy Copy —X3Cy =0
(3) et une combinaison (2) - (1) fournissent : AR (S 3)
X4 €y = X363 =0

Xy Cqp =X €y =0 (

(7) et une combinaison (6) - (5) en fournissent : S 4)

Xy €3y =X €3 =0
Ces deux systemes ont le méme déterminant : ¢,5 ¢, = €;4Cos -

L’existence d’un tétracdre convenable, selon I’hypothese en vigueur, suppose que le systeme des huit équations a
quatre inconnues a une solution (xl, Xy, X3, Xy ) Un au plus des quatre nombres peut étre nul car H ne peut étre

confondu avec deux sommets a la fois. Les systemes 2X2 obtenus doivent avoir des solutions non nulles.
Puisque ces systemes ont des solutions non nulles, leurs déterminants sont nuls :

C3 Cap ~CpCyz =0 et €3 ¢94 =€14C55 =0

En conséquence : ¢3¢y, =€y Cy3 =Cp4 Co3

et S . _ e _ _ ‘ 5
Clest-a-dire, compte tenu du fait que ¢; =c; pour tous indices i et j: ¢3¢y =€y, €3y = Cyy €53 conformément a

I’énoncé.

2. Réciproquement, si ¢|,C34 =4y Co3 =Cj3Cy4 # 0, alors les systemes 2x2 précédents, ont tous un déterminant
nul et une infinité de solutions compatibles. De plus, les ¢; sont tous non nuls.

On peut exprimer les x; en fonction de 1’un d’entre eux, par exemple de x;, =A (non nul) :

c c c c .
X, =A3x, =2 =" ; x;, =2 21=; x, == ). Ces réels sont tous non nuls.

Co Co3 Cay Cay
Ces relations étant vérifiées, en posant HA, = x; u; ; i =1,2,3,4 on construit quatre points A;, un sur chaque droite
.. ) . u.AyA; =0 e
et tous distincts de H, tels que les relations vectorielles § _ , etc ... sont vérifiées.
u,.A;A, =0

Les droites (HA;) pour j =1, 2, 3, 4 sont perpendiculaires aux faces opposées, ce sont les hauteurs du tétraedre.
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Il existe une infinité de tétraedres (qui se déduisent les uns des autres par homothéties de centre H) tels
que A; A, pour j=1, 2, 3, 4 et dont les hauteurs concourent en H

Remarque.
23 3 — — -_—
On peut regarder au passage ce qu’il se passe si ¢;,C3, =Cyy Co3 =C13Co4 =0 .

Alors, un des vecteurs unitaires est orthogonal a deux autres.

. _ _ . .o . g . s - s .
Par exemple : ¢, =c,; =0 signifie que u; Uu, ; u, Ou, . Mais aussi : c,, c,; =0 . Il n’est pas possible que

¢y =0, car u,, us, u, seraient coplanaires dans le plan vectoriel orthogonal a u, . Donc : ¢,; =0 et u, Uu; .

Trois des quatre droites sont orthogonales deux a deux (A,, A, , A; dans notre exemple).

x4 ¢34 =0

N L . . . _ —n. _ _n . )Y G ) N -

Les systemes précédents deviennent : {x1 Cyp —X3C43 =0 {xz Cyp =X, ¢4y =03 {x . =0 d’ou on tire :
4Cu =

x, =0, c'est-a-dire que A, est en H. Le tétragdre est un tétracdre trirectangle.
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Probléme 3 : moyennes prévisionnelles

Habituellement, une moyenne est calculée sur une liste de nombres connus et bien identifiés. Dans ce probleme,
cette regle est transgressée, il s’agit d’étudier des suites dont le terme de rang n est la moyenne des n suivants.

1. Soit (un) une suite de type M et C un nombre réel.

nON*

Alors pour tout entier n N * :
(un+1 —C)+(un+2 —C)+...+(u2n —C):un+1 +..tu,, —nC :(unﬂ +...+u2nj_c

n n n

Si la suite (un) une suite de type M, pour tout réel C la suite (un - C)HDN* est aussi de type M.

nON*

2. Soit (un) une suite croissante : quels que soient les entiers m et n strictement positifs : m<n=u,, <u,, .

nON*

Quel que soit I’entier m strictement positif : u,,, +u,,, +...+u,, 2mu,,, puisque le premier membre est une

m+l

um+1 +um+2 +"‘+u2m >
=ZU,,

somme de m réels tous supérieurs ou égaux a u,,,, . Par conséquent : "

m

Supposons que (u ) . SOit une suite croissante non constante. Il existe au moins un entier m tel que :
n /nON

tu, ., .. tu,,

u
m+l
m <

u, <u,, .Alors: u et la suite (un )nDN* n’est pas une suite de type M.

m

Une suite croissante non constante n’est donc pas de type M. Par contraposition, toute suite croissante de type M
est constante.

3. Soit (i, ),y une suite de type M.

Alors ses premiers termes vérifient, successivement :

. _ustu, _uytustug _Us tugtu; Yug
Uy TUy } Uy =———— Uy =————— U, = D

2 3 4

Si de plus il existe des réels a, b, ¢ tels que u, =a n*+bn+c pour tout n[1N *, en considérant les termes de
rangs 1 et 2 et leurs moyennes :

+3b+c)+ +4b +
a+b+c=4a+2b+c;4a+2b+c:(9a 3b C) 2(1661 4b C)
. 3a+b=0 . ) ' . .
Ce qui donne : , systéme d’équations qui n’a que la solution : a=b=0
17a+3b=0

Les seules suites de degré inférieur ou égal a 2 qui sont de type M sont les suites constantes.

4.1. On suppose que (un) est une suite de type M a valeurs positives ou nulles, et on considére un entier

nON*
rON*. Soit p un entier tel que p>r.
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ur+l +ur+2 ot u2r

La suite (u,) .. étant une suite de type M : u, =

nON*
r

Puisque u, est la moyenne arithmétique des r termes suivants, au moins un de ces termes est inférieur ou égal a
- il exi i = <g < <
cette moyenne : il existe un entier g; tel que g, =r<r+1<q, <2r etu, <u,

Puisque u, est la moyenne arithmétique des g, termes suivants, au moins un de ces termes est inférieur ou égal

a cette moyenne : il existe un entier ¢, tel que ¢, +1<q, <2q, et u,, <u, <u,.

On réitere ce raisonnement a propos du terme d’indice g,.

On construit ainsi de proche en proche une suite d’entiers strictement croissante (qi) telsque: g, +1<gq,,, <2g,
< <
et Ugiog Sy, SU-

Or, une suite d’entiers strictement croissante est non majorée. Elle échelonne ’ensemble N*, a partir de son
premier terme, en I’occurrence ici a partir de I’entier g, =r .

C'est-a-dire que tout entier p >r est entre deux termes consécutifs de cette suite. Soit p un entier tel que p >r :

Il existe un indice i tel que ¢; <p<gq;,<2q;etu,  <u, <u, eten considérant: ¢=gq; ; q'=q,, les

conditions exigées par I’énoncé sont satisfaites:

L’entier p vérifie les inégalités g< p<qg'<2q et les termes d’indices g et g’ sont rangés de sorte que

Su <
Uy<u,<u,

U,y t..tu,,

Des lors, sachantque : u, =——— 1 u, <

p p

gy Tty Fotu,, Yu,, o tu,,

Montrons maintenant que u , <3u,
Si ¢'=p,alors u, <u, eta fortiori u, <3u,

u

ptl ptl

tootu,, wu,,t..tu,
<

Sinon: u, = puisque g < p

p
Or: U,y t..tu,, S(uqﬂ tootu, tu,, +...+uq,)+(uq,+1 tou,, +...+u2q,) puisque la suite est a terme

positifs ou nuls et que tous les termes du premier membre figurent dans le second.

D’une part : (uq,r1 tootu, tu,, +...+uq,)s Uy totuy, +otu, Squ,<qu,

D’autre part : (uq.+1 oy, to +u2q.)=q'uq. <2qu,

U,y tootu,,

ptl

Donc: u,, +..+u,, <qu, +2qu, =3qu, etparsuite: u, = <3u,

q

4.2. Il reste a €tablir I'inégalité u, <3u, dansle casou p<r

Supposons qu’il existe un entier p <r tel que u » >3u,
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Puisque u,, est la moyenne arithmétique des p termes suivants, il y a au moins un de ces termes qui est supérieur
z N .1 ] 1 +1< < >
ou égal a cette moyenne : il existe un entier g, telque p +1<q, <2p etu, 2u,

Puisque u, est la moyenne arithmétique des g; termes suivants, il y a au moins un de ces termes qui est
supérieur ou égal a cette moyenne : il existe un entier ¢> tel que ¢, +1<q, <2q, et u,, 2u, 2u,
On construit de proche en proche une suite d’entiers strictement croissante (qi) tels que : g; +1<¢q,,, <2q, et

> >
uq,'+1 - u‘li - ul’ :

Or, une suite d’entiers strictement croissante est non majorée : il existe un indice i tel que r<g, et
u, 2u, >3u,. On obtiendrait par cette construction un terme de rang strictement supérieur a r qui vérifierait

u, > 3u, , ce qui contredirait la conclusion 4.1

On en conclut que, si (un) est une suite de type M dont tous les termes sont positifs ou nuls, deux termes de

nON*
cette suite d’indices p et r quelconques vérifient u , <3u,

4.3. On suppose que (un) est une suite minorée de type M. Ce qui signifie qu’il existe un réel m tel que

nON*
m<u, pour tout entier n de N*.

Soit E un réel strictement positif et soit p un entier strictement positif tel que «, — E' soit un minorant de la suite

(40 Do

La suite (un - (u » T E»HDN*

conclusion 4.2, son terme de rang p est inférieur ou égal a trois fois son terme de rang quelconque r :

est une suite de type M a termes positifs ou nuls. On peut lui appliquer la

Quel que soit I’entier r >0:

u, —\u, —E|<3\u,. —\u, —EJ), soit: 3u, —2E<3u_ouaussi u —EESu
14 ([’ ) (V (P )) )4 r V4 3 r

2 ) )
Le nombre u b ? E est encore un minorant de la suite.
. ) 2 , . ,
Par contraposition, si u b= g E n’est pas un minorant, u b= E n’en est pas un non plus.

3D . )l L . , : 3D
En posant E =7 on obtient I’énoncé : «si u, =D n’est pas un minorant, u, ey n’en est pas un non

plus ».

4.4. Soit (un) une suite de type M non constante. Deux termes au moins de cette suite sont inégaux, il existe

nON*
l/lq

u
au moins deux indices pet g : u, <u,.Leréel D= pT est un réel strictement positif tel que u, =D n’est

pas un minorant de la suite, va que u, =u, 2D <u, -D.
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3D :
D’apres 4.3, u, ——— n’est pas un minorant non plus.
2

. : : 3Y :
Montrons par récurrence que quel que soit I’entier naturel n: u, - (Ej x D n’est pas un minorant.
*  Cette propriété est initialisée par hypothese au rang zéro.

n
* Supposons que, pour un certain rang n, u, —(Ej x D ne soit pas un minorant. Alors, d’apres 4.3 .

n n+l
u, = % X (%J XD |=u, - (Ej x D n’en est pas un non plus. La propriété est héréditaire.

Elle est donc établie pour tout entier naturel .

Or, la suite | u b (EJ XD diverge vers moins I’infini.
nN

3 n
Vu que pour tout entier n on peut trouver un indice & tel que u;, <u, — (Ej x D, terme d’une suite divergeant

vers moins I’infini, la suite (un) n’est pas minorée.

nON*

Une suite non constante de type M n’est pas minorée.
Elle n’est pas non plus majorée, car sa suite opposée, elle-méme de type M, n’est pas minorée.

Donc une suite de type M qui est minorée ou bien majorée est nécessairement une suite constante.

5. Essayons de construire terme a terme une suite de type M :
Uy =Uy 5 Uy =2Uy —Uy =2Uy —U5 5 Ug =3U;y —Us — U, =3y —Us —(2Ltl —u3)=—u5 +4u, —2u,.
ug =4u, _(”5 tug +”7)=4(2”1 _”3)_(”5 +(_”5 +4u, _2”1)+”7)=_”7 ~8uy +10u,

k=2n-1
ZM . est une relation de récurrence
k=n+1
permettant d’exprimer un terme de rang pair en fonction de ses précédents. Si ces derniers s’expriment en
fonction des termes impairs qui les précedent, alors u,, s’exprime lui aussi en fonction de u,,...,u,, 5 et de

De fagon générale: u, =nun—(unﬂ+un+2+,,,+u2n_l):nu

n n

u,, , c'est-a-dire des termes impairs qui le précedent.
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Concours Général 2015 :
Pistes, conjectures, algorithmes

Auteur du document : Gilbert JULIA, professeur agrégé honoraire
Ancien préparateur au concours du CAPES de Mathématiques

Ce document a pour objectif d’ouvrir quelques pistes de réflexion sur chacun des trois problemes posés lors
de cette session.

Probléeéme 1 : petits poids
1. Pistes et indications
Question 3

Une propriété utile : De facon générale, soit a, b, c trois réels positifs tels que a <b .
Alors, rnax(a, c) < max(b, c). En effet :

* Sib<c,alors rnax(a, c)=max(b,c)=c.

* Siasc<b,alors max(a, c)=c£max(b,c)=b

* Sic<a,alors max(a, c)=a$max(b,c)=b

Question 4
Peut-étre la question la plus délicate du sujet.

La « propriété utile » précédente s’étend au cas de quatre réels a, b, ¢, d :
a<b= max(a, c, d)s max(b, c, d).

En effet, rnax(a, c,d ) = rnax(a, max(c, d )) et rnax(b, c,d ) = max(b, rnax(c, d )) ; on applique des lors
I’inégalité obtenue ci-dessus.

Le cas « intéressant » est celui ot 1’un des trois nombres est du signe contraire a celui des deux autres.

Sans diminuer la généralité, on peut supposer que I’un est négatif et les deux autres positifs (quitte a changer
tous les signes). A cet effet, on peut considérer trois réels positifs x,y,z et tels que y<zet les six

permutations de {— X, Y, Z}

Les poids de ces six permutations sont :

P = pds(— x,y,z) = max(x, |y - x|, |y +z- x|) ; Py = pds(— x,z,y) = max(x, |z - x|, |y +z- x|)
ps = pds(y.~x,z) =max(y. [y = o [y + 2 = ) : ps = pds(y.z.~x)=max(y, y + z.[y + 2 - )
Ps = pds(z,—x,y) = max(z, |z - x|, |y +z- x|) ; D¢ = pds(z,y,— x) = max(z, y+z, |y +z- x|)

Il reste a discuter, suivant les valeurs de x relativement a y et a z, quelle est la permutation choisie par Clara
et quelles sont les valeurs de C etde I.
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Question 5

5.1. Le nombre S est toujours élément de I’ensemble dont le plus grand élément est le poids de la suite.

5.2. Considérer une suite (xl, Xy sees xn) que I’on peut supposer rangée de facon que M = |xn| .

D’apres la définition de 1 : |x1 +.ot xn_l| <I et |x1 totx, t xn| <I.Montrer qu’alors : =2/ <x, <2/

> M (il faut au moins

5.3. Supposer que C > M c'est-a-dire qu’il existe un indice j : ‘cl teoy tac;tegy
deux termes pour dépasser M). S’intéresser aux signes de ¢, +¢, +...c; d’une part et des ¢, d’indices plus

grands que j d’autre part.

5.5. La suite (1,—1, 2,—2) est un excellent début. Une copie d’écran de la derniere page de ce document
suscitera quelques conjectures.

Gilbert JULIA E
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2. Fonctions et programmes a lI'aide d'un logiciel de calcul formel

Voici quelques fonctions et programmes élaborés avec TI-Nspire

2.1. Une fonction pour calculer le poids d’une suite

La fonction pds est définie par :

k
fo

i=1

pds(x) =max| seq ,k.1, dim(x)

Une suite finie étant donnée sous forme de liste,
elle renvoie le poids de cette suite.

Si la réponse est immédiate pour une suite de
quatre ou cinq nombres réels, il faut attendre plus
de trois minutes lorsqu’il s’agit d’une suite de
4030 termes comme celle de la question 1.2

Pour ce dernier exemple, un calcul « a la main »
est nettement plus rapide ...

pas({3,5-6,82})
pids({3-6,2-85})

(

(
pds({3,-6,25-8})

(

I=

k

Define pds(x):max seq E (x[x]) ,k,l,dim(x)

1

pdsl augment(seq(k,k,1,2015),seq(k72016,k71,2015)))

Terminé

2031120

2.2. Une fonction pour décrire (avec modération) les permutations d’un ensemble

La fonction permut renvoie sous forme d’une
matrice (n!)xn les n! permutations des termes de

la suite (xl,x2,...,xn) qui lui est affectée.

4j2015

Chaque ligne représente une permutation.

Elle n’est utilisable que pour des suites de
longueur inférieure ou égale a 6 ce qui restreint
considérablement son usage. Au-dela, les
ressources du logiciel sont dépassées.

pe.rmut({ 12,4 }]

permui({ 1,23 })

1

2
1

2
-4
-4

[

B b

I S QR UCR oY

= L =R

.
=1 permut

e SR )

Define penmli(,r):
Func

Local nup,v.kj,i
dim( \') S
newMat(n!,n) —p

For i,1,n
For k 1,n!
ceilin ( k ) u
k VI
mod(u,i)+1 >y
For j,1,n—v
p[kn=j] - plkn-+1]
EndFor
©gilbertjulia
,\H ap[k,v}
EndFor
EndFor
Return p

= |EndFunc

11115
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2.3. Une fonction pour décrire toutes les permutations et calculer leur poids

La fonction isa ajoute a la matrice renvoyée par la
fonction précédente une colonne exprimant le
poids de chaque permutation.

2.4. La méthode d'Isabelle

Il reste a sélectionner parmi la liste (qui peut étre
tres longue) de toutes les permutations
uniquement celles qui donnent un poids minimal.

C’est ce que réalise le programme isab.

Ce programme atteint rapidement ses limites, la
méthode exhaustive d’Isabelle est tres coliteuse.

— 1]

isa({1,2-4}) 142 3
2 412
12 43
201 43
41 2 4
42 1 4

isa({1,-1,22}) 122 11

122 012
12102 2
1201022
2201 12
2211 2
12 213
12 211
112 2 2
11 22 2
201 213
2121 2
12 123
1201 22
112 22
1102 22
201 122
2 -1 1 -2 2

"isa" enregistr. effectué

Define isa(x)=

Func

Local nupv.kji
dim(x)
newhat(nl,n+1) +p
Fori,1,n

Fork,1,n!

i
o
mod(u,i)+1-v
Forj,1n-v
Kon]-plicn-j+1]
EndFor
{i]-plic]

isab({3,5,-6 })

“N'isab" enregistr. effectué

[3 65 3]
Terminé

isab({3,5.6,8,2})

'S

«
'S

©
'S

e e W
& & & o
oW
wov e ow
G o & o

'S

Terminé
isab({1,2,-4})
[2 41 2]
Terminé
isab({1,-1,2,-2})
[1 221 1]
[12-211]

Terminé

Diefine isab(_x)=

Prgm

Local ...k

dim(x) -

isalx) »p

subMat(p, 1,n+1,0m+1) g
©gilbertiulia

For £, 1!

It g k]=min(g) Then
Disp subMat{p, i, 1,&.n+1]
EndIf

EndFor

EndPram
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3. La méthode de Clara, un algorithme

La méthode de Clara est beaucoup moins
gourmande en ressources que celle d’Isabelle. En
revanche, il n’y a aucune garantie que la
permutation obtenue soit de poids minimal.

Le programme clara affiche la permutation
obtenue selon sa méthode.

Le programme affiche ensuite la liste {C, M, S}

des nombres utiles de la question 5.
(Cette ligne est supprimée dans ce qui suit)

Cet écran peut susciter des conjectures pour la
question 5.3 dans le cas ou C>M . Observer
I’agencement des derniers termes de la suite
obtenue par Clara.

Voici un écran qui peut
conjectures pour la question 5.5

susciter quelques

Et un autre qui présente deux cas ou C >/ avec

. ) N 3
trois nombres réels, dont un ou C = 51

clara({3.5.6.-8.2}) =lvclara” enregistr, effectué

{2-635-8}

Prem
f{a84} Lcc?l)rs i
dim(x) =
Terming W lmaz(x]) = m
clara({1.2.-4}) Lsil: [
{124} Wlpewiistl) -c
(a1} JfFerrrn
Ogilbertjulia
Termine 11— )
{ While [euralc)+5{1]|>min(sum(c) )
elara({3,5.-2}) g
{235} [|Epawmie
ol i]sclx
i augment(left(yi-1)right(y.dim(y) 1)) -
Terminé || |EndFor
Disp e
clara({1,1,2,2}) S il Yma)
(115} [Eeepes
{220}
Terminé

{2.6-12,"poids "0}
Terminé
clara({2,-4-1,2,7,6,6,-1,5})
{-1.2-1,3-45,6,6,7 "poids :",23}
Terminé
clara({-1,2,-10,4-1,3,7,6,46,-1,5,°8,-3,2,13 })
{-1.2°1-1,3,-2-2,5-46,6,7,8,-10,-12, "poids :",26 }
Terminé
claral{-12-10,-4-13,-11,-15,7,6,6,-1.5,-8,3,-2,-13 })
{-1,2-1,1,3,2,-3,5,-4.6,76,7,8,10,- 11, 13,15, "poids ",52 }
Terminé
clara({2-4-1,2,9,10,147,6,6,-15})
{-12-1,3.-4.5.6,6.7.9.10,14."poids :".56 }
Terminé

e

clara({1,1,2,2}) clara’ enregistr, effectué

Define claralx)=
Prgm

Local mic

dim (x)
max(|x[) »m

{1122}

{220}

Termine
clara({1,1,2,-2,4-4}) Li‘;‘x s
newList(n) ¢
Forkln

{1-12-24-4}
{a40}

Termine §I1—+1

clara({1,-1,2,2,4-48-8}) 4101

{i] el

EndFor

{1-12-24-458}
{as0}
Terminé
clara({1,-1,2,2,4-48,-8,16,-16 })
{1-12-24-48816-16}
{15,160}

Terminé

cIai'a({SJG,'SD
{3;846,”;)01013 :“,5}
Terminé
isab({3,6,-11})
[6 11 3 6]
Terminé
clara({3,6,-11})
{2,-11,6,"poids "8 }
Terminé
isab({3,6,-12})
6 -12 3 6]
Terminé
clara({2,6-12})
{2612, "poids "9 }

Terminé

Gilbert JULIA
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Probleme 2 : Tétraedres.

1. Prérequis

La question 1 de ce probleme porte sur la notion de barycentre, une application majeure de 1’outil du calcul
vectoriel qui, dans sa généralité, ne figure plus dans les programmes du lycée.

On considerera cependant comme prérequises les notions suivantes :

1. La caractérisation vectorielle du milieu d’un segment [AB] : le milieu / du segment [AB] est I’'unique
point de I’espace tel que IA+IB=0

2. Sa propriété vectorielle fondamentale : pour tout point M de 1’espace : MA + MB =2MI
3. La caractérisation vectorielle du centre de gravité d’un triangle ABC : le centre de gravité G d’un

—_— — —

triangle ABC est I’unique point de ’espace tel que GA + GB + GC = 0

—_— — —

4. Sa propriété vectorielle fondamentale : pour tout point M de I’espace : MA+ MB + MC = 3IMG

La question 2 est en rapport avec la notion de plan médiateur d’un segment de 1’espace.

Etant donnés deux points distincts A et B de 1’espace, un point M est équidistant de A et de B, c'est-a-dire est
tel que MB = MA , si et seulement si la relation MB? — MA? =0 est vérifiée.

Or pour tout point M de ’espace : MB* — MA* = (MB MA)(MB + M}
* D’apres la relation de Chasles : MB -MA =AM +MB = AB
* [ désignant le milieu du segment [AB] : MB + MA =2 MI d’apres la propriété fondamentale associée

au milieu d’un segment.
Donc, pour tout point M de I’espace : MB> — MA* = 2ABMI .
Ainsi : MB> - MA* =0 < ABMI =0

La nullité de ce produit scalaire caractérise 1’appartenance de M au plan passant par le milieu / du segment

[AB] et dont un vecteur normal est le vecteur AB

Ce plan, passant par [ et de vecteur normal AB , est le plan médiateur du segment [AB], ensemble des points
équidistants de A et de B.

Gilbert JULIA |I|
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De la notion de plan médiateur d’un segment de 1’espace découle la notion d’axe médiateur d’un triangle de
I’espace :

Soient A, B, C trois points non alignés de 1’espace. Les plans P4 et Poc médiateurs des segments [AB] et
[AC] ne sont pas paralleles car ils admettent comme vecteurs normaux respectifs des vecteurs non

colinéaires, AB et AC.Ils sont sécants suivant une droite.

MA =MB
Un point M appartient a cette droite intersection de P4p et Pac si et seulement si : {MA — MC c'est-a-dire si

et seulement si MA=MB=MC .

Cette droite, que 1’on va noter désormais A ,,., est I’ensemble des points équidistants des points A, B et C.
Du fait que ses points sont équidistants de B et de C, A ;- est aussi incluse dans Pgc, le plan médiateur de
[BC].

Cette droite passe par le centre du cercle tracé dans le plan (ABC) circonscrit au triangle ABC (du fait que ce
point est équidistant des sommets du triangle), et elle est perpendiculaire au plan (ABC) (puisque sa direction

est orthogonale a deux vecteurs non colinéaires de ce plan, les vecteurs AB et AC).

On I’appelle I’axe médiateur du triangle ABC.

Gilbert JULIA |I|
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2. Pistes et indications

Question 2
L’existence d’une sphere circonscrite au tétra¢dre équivaut a I’existence d’un point O équidistant de ses
quatre sommets.

On peut tenter de montrer que les axes médiateurs de deux des faces du tétraedre (ABC et ABD par exemple)
sont des droites de 1I’espace sécantes et s’intéresser a leur point d’intersection.

On rappelle que deux droites de 1’espace sont sécantes lorsqu’elles ont des directions différentes et qu’elles
sont de plus coplanaires.

Question 3

3.2. Si 'on pense que les hauteurs d’un tétra¢dre ne sont pas nécessairement concourantes, on peut
rechercher un contre-exemple. On en trouvera un si I’on étudie un tétraedre (a imaginer) dont au moins deux
arétes opposées ne sont pas orthogonales.

3.1 et 3.3. On montrera que le centre de gravité d’un tétragcdre régulier est aussi centre de la sphere
circonscrite et point de concours des hauteurs.

Il restera les démonstrations réciproques :
*  Que dire si les hauteurs d’un tétracdre concourent au centre de la sphere circonscrite ?
*  Que dire si les hauteurs d’un tétragdre sont aussi médianes ? Dans ce cas, on pourra montrer que le
centre de gravité d’une face du tétracdre est aussi I’orthocentre de cette face (que dire d’un triangle
dont le centre de gravité est aussi I’orthocentre ?)

Question 4
Une condition nécessaire et suffisante pour que A, soit perpendiculaire au plan (A2A3 A4) est que le vecteur

—_—

u, , directeur de cette droite, soit orthogonal aux deux vecteurs directeurs A,A; ; A;A, du plan (A2A3 A, )

1, AyA, =0
. AA, =0

Or: AyA, = HA, — HA, =xy u; —x, u, etde méme: A,A, = HA, — HA, = x, u, - x, u,

C'est-a-dire que :

Procéder de méme pour les autres droites A ;.

_—

Il reste a exprimer les produits scalaires tels que u,.A,A; ; u,.A,A, al’aide des réels c;; puis les exploiter.
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Probleéme 3 : moyennes prévisionnelles

Pistes et indications

Question 2
On peut montrer qu’une suite croissante non constante n’est certainement pas une suite de type M.

Question 3
Soit (i, ) . une suite de type M.

Alors ses premiers termes vérifient, successivement :
- . _uytu, Uy tus tug
Uy SUy 5 Uy S——— Uy = ...
2 3
Si de plus il existe des réels a, b, ¢ tels que u, =an® +bn+c pour tout n[ON*, écrire des équations que

doivent satisfaire les réels a, b, ¢ en exploitant les relations entre les premiers termes de (un )nDN* .

Question 4
4.1. On suppose que (un )nDN* est une suite de type M a valeurs positives ou nulles, et on considére un entier

rON*.
Vérifier que 1’on peut construire de proche en proche une suite d’entiers strictement croissante (q ;) tels que :

qo =r etpourtoutindicei: ¢; +1<q,, <2q; etu,  <u, <u,.

+1

Or, une suite d’entiers strictement croissante est non majorée. Elle échelonne 1’ensemble N*, a partir de
I’entier g, =r . C'est-a-dire que tout entier p >r est entre deux termes consécutifs de cette suite.

4.2. Il reste a établir I'inégalité u, <3u, dans le cas ou p <r . Supposer qu’il existe un entier p <r tel que

u, >3u, et montrer que cette hypothese conduit a une contradiction avec la conclusion 4.1.

4.4. Soit (un) une suite de type M telle que u , — D n’est pas un minorant de la suite. Montrer par

nON*
n
récurrence que quel que soit 'entier naturel n : u, - (Ej x D n’est pas un minorant.

En déduire que la suite (un) n’est pas minorée.

nON*

Question 5
Considérer les relations vérifiées par les premiers termes d’une suite (un )nDN* de type M :

Uy =Uy 5 Uy =2Uy —Uy =2U) —Uz ;5 Ug =3U; —Us —Uy =3U; —Us —(2u1 —u3)=—u5 +4u, —2u,.

Il semble que les termes d’indices pairs puissent d’exprimer a 1’aide des termes d’indices impairs qui les
précedent.
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