www .freemaths fr

CORRIGE

CONCOURS GENERAL DES LYCEES
COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

Classes de terminale S « 2012

Source « Pierre CORNILLEAU

freemaths fr Concours Général des lycées, Mathématiques, S « 2012



CORRIGE DU CONCOURS GENERAL 2012

© PI1ERRE CORNILLEAU, protégé par la GNU Free Documentation License

1.

(a)

(b)

3.

|. Les premiers sont en hauts, les exposants sont en bas

On a 2012 = 4 x 503 = 22 x 503 et 503 est premier (il suffit pour cela de tester & la calculatrice s’il y a des
diviseurs premiers inférieurs a v/503 ~ 22.4). Par définition, on a donc

| £(2012) = 22 x 17 = 4 |

On a d’abord
36%0 = (4 x 9)%6 = 27237
donc
| £(36%°) = 72° = (8 x 9)° = 21%317 |
et donc

| £2(36%°) = 15210° = 2°3%5° |

puis finalement

‘f3(3636) — 329355 = £2(36%). ‘

Ainsi, pour tout n € N,
FUEAE6%) = F6%)) = fPE60) = 1 (E6%)
et les termes suivants sont tous égaux.
D’aprés 1’énonce, on a f(128) = 49 # 128 et ainsi, puisque 49 = 7%, f2(128) = 27 = 128 et nécessairement,

12(49) = 49.
On a ainsi, pour tout € N,

SR (128) = f27(F2(128)) = f2"(128)

et la suite (f*"(128)), _ est donc constante (égale & 128). De méme, on montre que (f*"**(128))

(f7(49)),, o €st constante (égale & 49) et finalement, pour tout i € N,

neN -

| £i2(128) = f1(128) et fi(128) # £1(128) ]

en distinguant les cas ¢ pair et impair.

On a, toujours d’aprés 1’énoncé,
f(128) =49 et f(49) =128 > f(128)

et f n’est pas croissante. De méme, on a

F(720) =128 et f(128) =49 < f(720)

et f n’est pas décroissante.

p1 Pk

On décompose n en facteurs premiers sous la forme n = p{*...pp* de sorte que f(n) = ai*...a;

(a)

L’équation f(n) =1 se réécrit

P1 Pr __
ay ..ap =1

et, puisque aq, ..., ar sont des entiers non-nuls, on a nécessairement
a1 =..=ap=1

et finalement n = py...px. k étant quelconque, les solutions de f(n) =1 sont
les produits de nombres premiers deux & deux distincts.

[’équation s’écrit

ai*..alr =2
et 'un au moins des entiers a; est supérieur a 2. Puisque p; > 2, le membre de gauche de ’égalité plus
grand que 4 et il n’y a pas de solutions a ’équation f(n) = 2.




(c) L’équation s’écrit
al*...alr = 4;
I’'un des entiers a; est supérieur & 2 et puisque p; > 2, on a nécessairement p; = 2 puis a; =1 si j # ¢.
k étant quelconque, I’ensemble cherché est

‘ {4p1...pr avec k € N*| py, ..., p, nombres premiers deux & deux distincts et différents de 2}. ‘

(a) Sib=0ou 1, le résultat est acquis. Fixons a > 2 et montrons par récurrence sur b € N* que ab < a®.
- L’initialisation a été faite ci-dessus.
- Si le résulat est acquis pour b € N*, on a alors

a(b+1):ab+a§ab+a§ab+ab§2ab§ab+1

puisque b > 1 et a > 2.
Ainsi

‘sia22etb20,onabienabgab.‘

(b) Procédons cette fois-ci par récurrence sur le nombre d’entiers k € N*.
- Si k=1, le résulat est vrai d’aprés la question précédente.
- Si le résulat est acquis pour & € N*, il suffit de traiter le cas ou tous les (b;)1<i<k+1 sont non-nuls (sinon
seuls k entiers interviennent). Dans ce cas, on a alors

b bi b
arby + ... + axby + apr1bryr < ayt gt +a i
——

=x =y
d’aprés la question précédente et I’hypothése de récurrence. Il suffit maintenant de montrer que
x+y <zy soit encore 1< (x—1)(y—1)

ce qui est vrai car, les entiers a; étant supérieurs & 2, on a z,y > 2.
Ainsi, si k € N*, aq, ..., ai des entiers supérieurs a 2 et by, ..., by sont des entiers

arbr + ...+ apby < a?l...azk

(c) On reprend les notations de la question 3 et on décompose les nombres ay, ..., ax en facteurs premiers en
utilisant la méme décomposition pour tous les entiers. En notant P les nombres premiers (intervenant dans
l'une des décompositions des a;), on peut écrire

Vi € {1, ..k}, a; = H pbi(P)

pEP
ou b;(p) peut étre égal 4 0. On a alors
fn) = al*..al*
pP1 Pk
_ H pb1 (p) H pbk (p)
peP peEP
— prlbl(p)+---+pkbk(p)_
pEP

Ainsi,
F(F @) = T @io1() + . + pbr(p))” -

pEP

On a d’abord, d’aprés la question précédente et pour tout 1 <i < k,

p1b1(p) + ... + prbr(p) < pll’l(p)-“pl];k(p)

et donc
f(f(n)) < plzpep pbl(p)mpkngp Phr(p).

Maintenant, la question précédente nous fournit également, pour tout 1 < i < k,
bi _
> opbilp) < [ p"® =
peEP pEP

et finalement



[F(Fm) < piepft =]

(d) D’aprés la question précédente les deux suites (f2¥(n))ren et (f2*+1(n))ren sont décroissantes. L’ensemble
des valeurs prises par ces suites a valeurs entiéres est donc fini et leurs valeurs minimales sont atteintes au
moins une fois. Etant décroissantes, elles stationnent de plus en ces valeurs :

Fki, ke €N; Yk > ki, [ (n) = [P (n) et Vk > ko, f(n) = [P (n).

Finalement, pour tout ¢ > max(2ky,2ke + 1) :=1r,
[ 12(n) = fi(n). ]
5. (a) Sia est pair, il existe a € N tel que a = 2a+ 38 avec 8 = 0. Sinon «a est impair supérieur a 3, il existe donc
k € N* tel que

a=2%k+1=20k—-1)+3x1
et (o, ) = (k —1,1) convient.
(b) Soit n = p{*...p;* € E. D’aprés la question précédente, pour tout 1 < i < k, il existe oy, 3; tels que

a; = 20; + 35
et donc
3
N2 :
(p1*...p%*) (pfl...pgk)

@ B B
— f(gp‘fl---pkkgpll»»»mk)

3
\

- al ag o081 Bl
et on peut choisir m = 2P1 Px"3P1 Pk,

(c) On peut effectuer ce qui a été fait dans la question précédente ou écrire plus simplement
20122012 = (20121006)2 — ¢ (220121““6)

. . 1006
pour choisir m = 22012 ",

(d) Soit n tel qu’existe m vérifiant f(m) = n. On a, notant m = pJ*...py" et en reprenant les notations de la
question 4.c),
n = H pp1b1(10)+---+;ﬂkbk(1))
peEP
et il suffit alors de constater que, pour tout p € P,
- soit p1b1(p) + ... + prbr(p) = 0 et alors by (p) = ... = br(p) = 0,
- sinon, il existe i tel que b;(p) > 1 et donc, puisque p; > 2,
p1b1(p) + ... + prbr(p) > bi(p)pi > 2.

On a donc bien n € E et la réciproque du b) est vraie.

Il. Une suite majoritairement décroissante

Faisons d’abord quelques constations élémentaires. On a ug = 1 puis, par définition de la suite, u; < 1/2, ug < 1/2
et alors ug < 1/4...
Cela suggére de montrer par récurrence sur k € N le résultat suivant :
1
k
Vn > 2 fl,un§2—k. (1)
- Si k=0, il s’agit de montrer que, pour tout n € N, u,, < 1. Montrons-le par récurrence forte sur n.
Le résultat est évidemment acquis pour n = 0. De plus, si n € N* est tel que ur < 1 pour tout entier k < n,
alors, par définition de la suite u et puisque n > 1, on a l'existence de k < n tel que 2u,, < ux <1 et on a donc
bien u,, < 1.

- Si maintenant le résultat est vrai pour un certain entier k£, montrons-le pour k + 1. Si n > 2¥+1 — 1, on doit

montrer u, < 2~*+t1) On a d’abord

Dok =

2~ 2
et donc, par hypothése sur u, il y a au moins 2¥ entiers [ vérifiant u; > 2u,,. Puisque {0, ..., 2¥ —2} est de cardinal
strictement inférieur & 2%, il existe nécessairement un entier [ > 2¥ — 1 comme ci-dessus.

Notre hypothése de récurrence fournit alors, pour cet entier [,

<l 1
Un =9 = okt1

et la conclusion voulue.



D’autre part, si n € N, puisque la suite d’entiers (28 — 1)zen est strictement croissante de premier terme 0, il existe
un unique k € N tel que
2k —1<n <2 1.

On a par ailleurs

2
2kl _9>n donc QkZi

et, d’aprés ce qui précéde,

1 2
— < .
2k = n+2
Le théoréme des gendarmes nous permet finalement de conclure :

0<u,<

(tn), ey tend vers 0.

Remarques :
- On peut aussi montrer directement par récurrence forte sur n I'inégalité

2
YneN, u, < ——.
"= n+2
Cette preuve, plus facile (et laissée en exercice), fournit cependant un résultat de domination non-optimal : la

suite (7%2) est plus grande que la suite dominante v obtenue au-dessus et définie « par morceaux » par
neN

1

vn e NN[2F — 1,21 — 1], Un = op-

- La définition de le limite entrevue au lycée permet de conclure directement dés que ’on a montré (1). En effet,
si [—¢,e] (ot & > 0) est un intervalle non-vide contenant 0, on a alors (puisque 5 = 0), pour un entier k
— 00
suffisamment grand, —e < g < ¢ et donc
—<0<u, <e = u, € [—¢,¢

dés que n est assez grand (pour que n > 2% —1).

- La notion de borne supérieure (et/ou de limite supérieure) permet également une rédaction plus efficace. En
effet, la suite u étant majorée, la suite de terme général s, = sup{uy;k > n} est décroissante minorée donc
convergente vers [. De plus, on a aisément (en notant [ | la partie entiére par exceés)

§ 1
Vn e N¥, s, < 35m/21-1

et nécessairement [ = 0 puis, par comparaison a u,, le résultat.

I1l. Le facteur sonne toujours une fois (et une seule)

Rappelons pour commencer 1'inégalité triangulaire usuelle.

Proposition 1.
Va,y €R, |z +y| < |z + y].

De plus, ’égalité dans l’inégalité précédente est réalisée si et seulement si x et y sont de méme signe.

1. Pour la premiére maison visitée (exceptée la maison numéro 1 d’ou il part), la facteur & n — 1 possibilités (les
maisons numérotées 2, ...,n). Pour la deuxiéme, il n’en a plus que n — 2 et ainsi de suite jusqu’a la n — 1-iéme ou
il n’a qu’une seule possibilité. Finalement,

‘le facteur a (n — 1) X (n —2) x ... x 1 = (n — 1)! trajets possibles.‘

2. (a) Numérotons mg,m1, .., m, les numéros de maison visitées (avec mo = m,, = 1) ; soit également 0 < i <n
tel que m; = n. La longueur [ du trajet correspondant est

= |m1 — m0| =+ ...+ |m1 — mi,1| + |mi+1 — mz| =+ ...+ |mn — mn,1|.
Cependant une application répétée de I'inégalité triangulaire nous fournit
|7’I’L1 —m0| + ...+ |7’I’Li —mi_1| > |ml —m0| =n-—1

et
Mt = mil + e+ | = M| 2 my = mi| =n— 1

d’ou ! > 2(n — 1) et ainsi



(b)

tout trajet est de longueur supérieure ou égale a 2(n — 1). ‘

On constate tout d’abord que 1,n,n—1,..,1 est un trajet de longueur 2(n—1) donc 2(n —1) est la longueur
minimale. On cherche ensuite & caractériser les trajets de longueurs minimales.
Soit my, ..., m, un trajet de longueur minimale. Reprenant les notations de la question précédente, on a
d’apreés ce qui précéde

|m17m0|++|m1—mz,1|:|mz—m0| (:Tlfl) (2)

et
|mir1 — mg| 4+ o+ My — M| = My, — my| (=n—1). (3)

De plus, s’il existe un entier k tel que 0 < k <ioui <k <n et
[mg+1 — me| + |me — mg_1] > |Mgr1 — Mi—1]
on a nécessairement, d’aprés l'inégalité triangulaire,
|1 — mg| + oo+ My, — Mup—1| > My — my| ou mypr — my| 4+ o+ My — M| > my, — myl,
ce qui est exclu d’aprés (2) et (3). On a donc, pour tout entier k tel que 0 < k <ioui <k <mn,
M1 — me| + [my — mi—1| = Mg — mp_1|

et d’aprés le cas d’égalité dans 'inégalité triangulaire, my1 —my, a méme signe que my, —my_1 pour tout k
tel que 0 < k <ioui <k <n.On en déduit que mg < ... < m; et m; > ... > m,, et tout trajet my, ..., my,
de longueur minimale est strictement croissant puis strictement décroissant. La réciproque étant évidente,
il suffit maintenant d’énumeérer le nombre de tels trajets.

Choisir un trajet de longueur minimale revient donc, pour tout élément de {2,...,n — 1}, a choisir s’il sera
rangé parmi les termes qui seront réordonnés de maniére croissante ou dans ceux qui le seront de maniére
décroissante (la place de n étant alors imposée). Chacun des n — 2 éléments ayant deux choix possibles,

il y a 272 trajets de longueur minimale. ‘

Cas n = 5. D’abord, la distance 4 ne peut étre atteinte qu’entre 1 et 5 et donc qu’une seule fois. La distance
3 est réalisée entre 1 et 4 ou 2 et 5 mais ne peut étre réalisée plus d’une fois si la distance 4 est atteinte.
La distance 2 est réalisée entre 1 et 3 ou 2 et 4 ou 3 et 5 et ne peut pas étre réalisée plus de deux fois si
les distances 3 ou 4 sont atteintes. Les distances restantes étant égales & 1, on vient de montrer que tout
trajet a une longueur inférieure &

443+2x%x24+1=12

Puisque par ailleurs 1,5,2,4, 3,1 est de longueur 12, la longueur maximale des trajets est 12.

Cas n = 6. La distance 5 ne peut étre atteinte qu’entre 1 et 6 et donc qu’une seule fois. La distance 4 est

réalisée entre 1 et 5 ou 2 et 6 mais ne peut étre réalisée plus d’une fois si la distance 5 est atteinte. La
distance 3 est réalisée entre 1 et 4 ou 2 et 5 ou 3 et 6 et ne peut pas étre réalisée plus de deux fois si les
distances 4 ou 5 sont atteintes. De plus, si les distances précédentes sont toutes atteintes (4 et 5 une fois,
3 deux fois), on constate que les 2 derniéres distances ne peuvent étre égales & 2. Ainsi, tout trajet a une
longueur inférieure a

54+44+3x2+2+1=18

Puisque 1,6,2,5,3,4,1 est de longueur 18, la longueur maximale des trajets est 18.

Pour m = my,...,m, un trajet, définissons d’abord une suite d’indices entre lesquels m croit ou décroit.
On commence par poser by = 0 et considérer h; le plus grand indice k > by tel que my > my_1. On définit
ensuite bo comme le plus grand indice & > hy tel que my < mg_1. On construit ainsi de suite deux séquences
by =0,..,bk,bp+1 = n et hq, ..., hy telles que (m;) est croissante entre b; et h; puis décroissante entre h; et
bi+1.

On constate alors que la longueur [ du trajet est donnée par

| = Mp, — Mp, + Mpy — My, + oo +Mp,. — My, +Mp,, — My 4y
= 2 ((mhl + ...+ mhk) — (mb1 + ...+ mbk))
puisque my, ,, = 1 = my,. Renumérotant si besoin est les suites (mp,) et (ms,) de telle sorte qu’elles soient
(strictement) croissante et décroissante, on a alors, par une récurrence immédiate et pour tout i tel que

1<i <k,
mp, <n+1—1i et my, >1

et ainsi

o~

2(mpy — My, + Mpy — My + oo+ My, —Mmyp,)
2(n—1D)+n—-3)+..+(n—2k+1))
2k(n — k).

IAINA



En distinguant maintenant les cas pairs et impairs, on constate que k — k(n — k) atteint son maximum en
k= [2]"' (lafonction réelle x — x(n — x) est d’abord croissante sur | — oo, n/2] puis décroissante) et on en

déduit que
2

<23 3) - [5]

Par ailleurs, cette valeur est atteinte en prenant k = [2] et my, = n+1— i, my, = i pour tout i tel que
1<i <k,

2
la valeur maximale d’un trajet est donc de [%} .

4. Notons e, l'espérance cherchée. Par définition, on a, notant [(m) la longueur du trajet m,

(n—1)le, = Z I(m)

m trajet de taille n

n
S DR 9l

m trajet de taille n k=1

- ) -1+ Y e+ Y maea = 1] (&)

m trajet de taille n k=2 m trajet de taille n m trajet de taille n

puisque mg = m,, = 1. De plus, puisque qu'’il y a (n — 2)! trajets vérifiant m; = x si > 1 et 0 sinon,

Z |m1—1|:(n_Q)!Z(x_l):(n_2)!n(n271) :%!

m trajet de taille n r=2

et, de méme,

> |mn,171|:%!.

m trajet de taille n

D’autre part, pour tout entier k tel que 2 < k < n — 1 et puisque qu’il y a (n — 3)! trajets vérifiant my = x et
mp_1=ysiz#let0siz=1,six>1ety>1sont distincts et 0 sinon,

> mg —mia| = (n=3)0 Y fe—y

m trajet de taille n 2<z#y<n

et puisque, d’aprés la définition combinatoire des coefficients bindmiaux et grace au changement d’indice z = t+1,

> le—yl > lz—yl

2<z#y<n 2<z,y<n

2 > (y-w

2<z<y<n

=2 ) (y-t-1

1<t<y<n

=2 > 1

1<t<z<y<n

I
2O
/X
w 3
N~

_ nn—-1)(n-2)
B 3
on conclut donc d’aprés (4) que
—1 -2
(n—1)len = nl+(n—2)x (n— 3" g(” )
!
= % B4+n-—2).
On a ainsi finalement, pour tout n > 2,
e, = 2l

1. en notant [z] la partie entiére du réel =



