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f(x)=5x*+2x-2x*In(x)

CORRECTION

|. & Montrons que la limite de f en 0+ est égale a * 0 *:

lci: +f(x)=8x*+2x-2x*In(x) (U-ViIn(W))

. @f:] 0,4+
lim  f(x)= lim 5x>+2x-2x%In(x)
x—->0* x—->0*

Or daprésle cours: + M 5x242x=0
x->0%

« lim " x2n(x)=0. (Croissances Comparées)
x->0%

Dans ces conditions: lim f(x)=0-2x0=0.
x>0t

I. b. Déterminons la limite de fen +o:

En +oo, la fonction f peut s'écrire.  f(x)= x* x 5+%-2.In(x). (x=20)
ST : yA
Dou: lim f(x)= lim xZx|5+—-2In(x)|

X400 X400 x
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Or daprés le cours: e« lim x*=<wo
X—>+4+®

e Jim E=O
x>+ ¥

e lim In(x)=+oo.
X—>4©

Dans ces conditions: lim f(x)=(+0)x[5+0-2 x (+o)]
XO+®

= (+0) X (-)

= =Q0.

2. Calculons f* pour tout x €] 0; +oo [:
La fonction f (x) = 5x% + 2x - 2x* In (x) est deux fois dérivable sur]0;-oo [.

Ainsi, nous pouvons calculer f pour tout x €]0; +oo [.

/
Pour tout x €]0;+wo [ f'(x)= 10x+2- 4xxln(x)+2.x2x;]

w,
u’-[v' In(W)+ V —])
( xin(W) xw
=I0x+2-4xIn(x)-2x

=8x+2-4xIn(x)

Donc pour tout x€])0;+o [ f'(x)=8x+2- 4xIn(x)

3. a Montrons que pour tout x €] 0; 4+ [, f” (x)= 4 (/- In (x)):
lci: *f'(x)=8x+2-4xIn(x) (U-VxIn(W))

«Df'=]0;+o[

freemaths fr - Mathématiques BAC - Fonctions, Synthése



Freemaths : Tous droits réservés

Comme f est deux fois dérivable sur ] 0;+ [, nous pouvons calculer f.

Pour tout x €] 0; +oo [: f”(x)=8-[4xln(x)+ L].xx;l

@

=4-4in(x)

) w’
"} xIn(W)-l-VxW])

= Q-(I-In(x))
Ainsi pour tout x €] 0; +o [, nous avons bien: f” (x)=4 (/- In(x))

3. b. Déduisons-en lintervalle sur lequel 4 f est au-dessus de ses tangentes:

D'aprés le cours: sur un intervalle I, 4 f est au-dessus de toutes ses
tangentes ssi f est convexe sur I.

Or fest convexe sur I ssi: f (x)= 0, pour tout x€ I.
f?(x)20 <= 4(/-In(x))>0 <= In(x)<! cad x<e'
Ainsi llintervalle demandé est: ]0;e)

3. c. Dressons le tableau des variations de f sur]0; +o [:

Le tableau de variations de f’ sur]0;+oo [ est:
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Avec: ca=Ilim f’'(x)=2
x->0*

b=f'(e)=4e+2 (maximumde f’sur]0;+o[)

ec= lim f'(x)=-x
X400

4. a al. Montrons que I'équation f* (x) = 0 admet une unique solution o sur
lintervalle] 0; +o [:
Préalablement notons que: cette solution unique appartient d]e;+ [

Nous allons appliquer le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires
pour répondre a cette question.

D'apreés le corollaire du TVI: Soit f une fonction continue et strictement
monotone sur I =[a;bJouI=)a;b[(a< b) Pour tout réel k compris
entre f(a) et f(b), Péquation f (x) = k admet une unique solution dans I.

Ici: o f’ est continue sur]0;+ [, donc sur]e;+|,

«"k=0"est comprisentre: lim f’'(x)=-%0<0
X—>+4
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et: f'(e)=4e+2>0,

* f est strictement décroissante surje; +« [.

Ainsi, d'apreés le corollaire du TVI, Péquation £’ (x)= 0 ( k= 0) admet
bien une unique solution oL appartenant a]e;+%

4. a a2 Donnons un encadrement a 102 prés de o:

A laide d'une calculatrice, nous trouvons comme encadrement a 10-> prés
pour o: 7,87<0<7,88

4. b. bl. Déduisons-en le signe de f* sur]0; +o [:

Des questions précédentes, nous pouvons déduire le signe de la fonction £’
via le tableau suivant:

x 0 (o} +00

f'(x) + 0 -

4. b. b2. Dressons le tableau de variations de f sur]0; +o [:

Le tableau de variations de la fonction f'sur ] 0; +% [ est alors:
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x 0 ol +00
f’ + 0 -
b
Q c
Avec: *a=0

‘b=f(a)=5c*+20-20%In(ct) (maximumdefsur]0;+[)

cC=-m

5.a Montrons que f* (0t)=0 <=> In(Cl)= 4:;':

Nous savons que pour tout x €]0; 4+ [ f’(x)=8x+2- 4xIn(x)
Dans ces conditions: f'(ot)=0 <=> 8at+2-4cin(ct)=0
<=> f4otin(a)=8c+2

8o+ 2 ou In(or)= 4o+ I.

cad In(at)=

4a+[
20

Ainsi nous avons bien: In (o) =

5. b. bl. Déduisons-en que f (o) = O + oL

Nous savons que: *f(x)=5x*+2x-2x* In (x)

gor+ /
20

eIn ()=
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got + |
20

Doi: f(at)=5a2+20-20% X
=5ar+20-4a*-a
=o%+0.

Ainsi nous avons bien: f(ol)=o02 4+ CL.

5. b. b,. Déduisons-en un encadrement a 10 prés du max de f:
Nous savons que le maximum de f'sur]0; -+ [ a pour coordonnées (C; f(Ct)).

Or. «7,87<0.<7,88
s fla)=a?+a.

Aprés calcul, un encadrement a 10-* prés du maximum de f'sur)0; + [
est: 69,80 < f(cL) < 69,97
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