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LE VOLUME DU TÉTRAÈDRE FMNP

23G712

1. Donnons les coordonnées des vecteurs MN et MP:

Dans le repère orthonormé ( A ; AB , AD, AE  ), M, N et P ont pour coordonnées: 

M  1 ; 1 ; 3
4  , N  0 ; 1

2  ; 1  et P  1 ; 0 ; - 5
4   .

Dans ces conditions: • MN = 
xN - xM

yN - yM

zN - zM

 = 

0 - 1
1
2  - 1

1 - 3
4

 = 

- 1 

- 1
2  

1
4

 

 • MP  = 

xP - xM

yP - yM

zP - zM

 = 

1 - 1

0 - 1

- 5
4  - 3

4

 = 
0
- 1
- 2

 .

Les coordonnées des vecteurs MN et MP sont donc: 

- 1 

- 12  

1
4

 et 
0
- 1
- 2

 .
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2. Plaçons les points M, N et P sur la figure:

Après avoir placé les points M, N et P, nous avons le graphique suivant:Baccalauréat spécialité sujet 1 A. P. M. E. P.

A

B

C

G

H

E
F

D

3. Les vecteurs
−−→
MN et

−−→
MP sont clairement non colinéaires (l’abscisse de l’un est nulle sans que

celle l’autre ne le soit), donc les trois points M, N et P sont non alignés, et définissent donc un
plan.

4. a. Puisque le repère est orthonormé, on va calculer le produit scalaire avec les coordonnées :
−−→
MN ·

−−→
MP = (−1)×0+

(

−1

2

)

× (−1)+
1

4
× (−2) = 0+

1

2
−

1

2
= 0.

Les vecteurs sont donc orthogonaux et non nuls, donc l’angle qu’ils définissent est un
angle droit. On en déduit que le triangle est rectangle en M.

Calculons les longueurs MN et MP :

MN =

√

(−1)2 +
(

−
1

2

)2

+
(

1

4

)2

=
�

21

4
. MP =

√

(0)2 + (−1)2 + (−2)2 =
�

5

Comme MN �= MP, le triangle est seulement un triangle rectangle en M (il n’est pas iso-
cèle).

b. L’aire du triangle MNP est la moitié du produit de la longueur d’une base par la longueur
de la hauteur correspondante.

Comme le triangle est rectangle en M, on choisit [MN] comme base et donc [MP] est donc
la hauteur correspondante.

Asie 3 23 mars 2023

3. Justifions que les points M, N et P ne sont pas alignés:

D’après le cours, les points M, N et P ne sont pas alignés ssi les vecteurs MN 
et MP ne sont pas colinéaires.

Or: • MN = 

- 1 

- 12  

1
4

N

M

P



Fr
ee

m
at

hs
 : T

ou
s 

dr
oit

s 
ré

se
rv

és

freemaths . fr • Mathématiques BAC • Géométrie dans l’espace

3

 • MP  = 
0
- 1
- 2

 .

Et: y 
MN

 = 1
2 x y 

MP
 et z

MN
  1

2  x z
MP

.

Les vecteurs MN et MP  ne sont donc pas proportionnels et, par conséquent, 
ils ne sont pas colinéaires.

MN et MP n’étant pas colinéaires: les points M, N et P ne sont pas  
alignés.

Les points M, N et P définissent ainsi le plan ( MNP ).

4. a. a1. Calculons MN . MP:

MN . MP  = ( ( - 1 ) x 0 ) +  - 12  x ( - 1 )  +  - 14  x ( - 2 )  = 0.

MN. MP  = 0: les vecteurs MN et MP sont donc orthogonaux.

4. a. a2. Déduisons-en la nature du triangle MNP:

Comme MN et MP sont orthogonaux et non nuls: ils définissent un 
triangle rectangle en M.

Notons que ce triangle rectangle en M n’est pas isocèle.

4. b. Calculons l’aire du triangle MNP:

L’aire du triangle MNP est: �� = MN x MP
2

 .
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Or: • MN = 1 + 1
4  + 1

16  = 
21
4

 • MP = 0 + 1 + 4  = 5 .

L’aire du triangle MNP est donc: �� = 105
8

 .

5. a. Montrons que n ( 5 ; - 8 ; 4 ) est normal au plan ( MNP ):

Le vecteur n  est normal au plan ( MNP ) ssi ce vecteur est orthogonal 
aux deux vecteurs non colinéaires MN et MP du plan ( MNP ).

Or:   
 n  et MN sont orthogonaux ssi n . MN = 0

n  et MP  sont orthogonaux ssi n . MP = 0.

Nous avons: • n . MN = 5 x ( - 1 ) + ( - 8 ) x -  12   + 4 x 1
4  = 0

 • n . MP = 5 x 0 + ( - 8 ) x ( - 1 ) + 4 x ( - 2 ) = 0.

Comme n  est orthogonal à MN et à MP: le vecteur n est bien normal  
au plan ( MNP ).

5. b. Déduisons-en une équation cartésienne du plan ( MNP ):

D’après le cours, une équation cartésienne d’un plan défini par un point  
A ( xxA ; yA ; zA ) et un vecteur normal n  ( a ; b ; c ) s’écrit:

a ( xx - xxA ) + b ( y - yA ) + c ( z - zA ) = 0.

Or ici: • un vecteur normal est n  = 
5
- 8
4
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 • le point M ı ( MNP ), avec M = 
1 
1
3
4

 .

Ainsi, nous pouvons écrire: a ( xx - xxM ) + b ( y - yM ) + c ( z - zM ) = 0

 <=>  5 x ( x - 1 ) - 8 x ( y - 1 ) + 4  z - 34   = 0

 cad  5 xx - 8 y + 4 z = 0.

Une équation cartésienne du plan ( MNP ) est donc: 5 xx - 8 y + 4 z = 0.

6. Déterminons une représentation paramétrique de la droite ( d ):

La droite ( d ) est orthogonale au plan ( MNP ) et passe par le point F 
1
0
1

 .

D’après le cours, nous savons que:

 • Soit A ( xxA ; yA ; zA ) un point de l’espace.

 • Soit u  ( a ; b ; c ) un vecteur non nul de l’espace.

 •  La droite passant par A de vecteur directeur u  admet  
pour représentation paramétrique:

 

xx = xxA + t . a

y = yA + t . b

z = zA + t . c

, t ıı ¨.

Ici: • ( d ) passe par le point F ( 1 ; 0 ; 1 ),

 • un vecteur directeur u  de la droite ( d ) est: u  = n  = 
5
- 8
4

 .
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D’où une représentation paramétrique de la droite ( d ) passant par le point 
F et de vecteur directeur u  ( 5 ; - 8 ; 4 ) s’écrit:

xx = 1 + 5 x t

y = 0 + ( - 8 ) x t

z = 1 + 4 x t

 , t ıı ¨.

Une représentation paramétrique de la droite ( d ) est donc:

 

xx = 1 + 5 t

y = - 8 t

z = 1 + 4 t

  , t ıı ¨.

7. Montrons que les coordonnées du point L sont  47  ; 24
35  ; 23

35  :

Le point L est le projeté orthogonal du point F sur le plan ( MNP ).

Le point L est donc le point d’intersection entre la droite ( d ) et le plan ( MNP ).

Les coordonnées du point L vérifient donc le système:

 

xxL = 1 + 5 t ( 1 )

yL = - 8 t ( 2 )

zL = 1 + 4 t ( 3 )

5 xxL - 8 yL + 4 zL = 0 ( 4 )

 .

A l’aide des équations ( 1 ), ( 2 ) et ( 3 ), nous pouvons écrire:

( 4 )  <=>  5 xxL - 8 yL + 4 zL = 0  <=>  5 x ( 1 + 5 t ) - 8 x ( - 8 t ) + 4 x ( 1 + 4 t ) = 0
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 <=>  5 + 25 t + 64 t + 4 + 16 t = 0

 <=>  105 t + 9 = 0

 cad  t = - 9
105

 .

Les coordonnées du point L sont donc: • xxL = 1 + 5 x - 9
105  = 47

 • yL = - 8 x  - 9
105  = 24

35  .

 • zL = 1 + 4 x  - 9
105  = 23

35

8. a. Montrons que FL = 
3 105

35 :

FL 2 =  47  - 1 
2

 +   24
35  - 0 

2

 +  23
35  - 1 

 2

 = 3
7

 2

 + 24
35

 2

 + 12
35

 2

 = 1
35 2  x [ 15 2 + 24 2 + 12 2 ]

 = 945
35 2

 .

Ainsi: FL = 
945
35 2   cad  FL = 3 105

35
 .

8. b. Calculons le volume du tétraèdre FMNP:

Notons que le tétraèdre FMNP a pour hauteur [ FL ] et pour base le triangle 
rectangle MNP.
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Le volume du tétraèdre FMNP est donc:

( Aire base triangle MNP ) x ( Hauteur tétraèdre FMNP )
3

 = ( Aire base triangle MNP ) x FL
3

 = 

105
8

 x 3 105
35

3

 = 105
8 x 35

 = 3
8

 .

Le volume du tétraèdre FMNP est donc égal à: 3
8

 .




