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L’AIRE DU TRIANGLE BCD

1. Montrons que les points A, B, C et D ne sont pas coplanaires:

Nous savons que: A ( 3 ; - 2 ; 2 ), B ( 6 ; 1 ; 5 ), C ( 6 ; - 2 ; - 1 )  et  D ( 0 ; 4 ; - 1 ).

Les points A, B, C et D sont coplanaires ssi il existe deux réels a et b tels que:

AD = a . AB  + b . AC .

AD = a . AB  + b . AC   <=>   
xD - xA

yD - yA

zD - zA

  = a . 
6 - 3

1 - ( - 2 )
5 - 2

 + b . 
6 - 3

- 2 - ( - 2 )
- 1 - 2

 <=>  
0 - 3

4 - ( - 2 )
- 1 - 2

 =  
3 a + 3 b

3 a
3 a - 3 b

 

 <=>  

3 a + 3 b = - 3

3 a = 6

3 a - 3 b = - 3
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 <=>  

a + b = - 1 ( 1 )

a = 2 ( 2 )

a - b = - 1 ( 3 )

 cad  

b = - 1 - a = - 3 ( 1 )

a = 2 ( 2 )

b = 1 + a = 3 ( 3 )

 .

Comme - 3  3, le système est impossible et donc il n’existe pas deux 
réels a et b: A, B, C et D ne sont, par conséquent, pas coplanaires.

2. a. Montrons que le triangle ABC est rectangle en A:

Le triangle ABC est rectangle en A ssi: BC 2 = AB 2 + AC 2.

Or: • AB  = 

6 - 3
1 - ( - 2 )
5 - 2

 =   
3
3
3

  

 • AC  = 

6 - 3
- 2 - ( - 2 )

- 1 - 2
 =  

3
0
- 3

 

 • BC = 
6 - 6
- 2 - 1
- 1 - 5

 =  
0
- 3
- 6

  .

Dans ces conditions: • AB 2 = 3 2 + 3 2 + 3 2 = 27
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 • AC 2 = 3 2 + 0 2 + ( - 3 ) 2 = 18

 • BC 2 = 0 2 + ( - 3 ) 2 + ( - 6 ) 2 = 45.

Comme BC 2 = AB 2 + AC 2, le triangle ABC est rectangle en A.

2. b. Montrons que la droite ( AD ) est perpendiculaire au plan ( ABC ):

Les vecteurs AB  et AC  ne sont pas proportionnels et, par conséquent,  
ils ne sont pas colinéaires.

Les points A, B et C ne sont donc pas alignés et définissent le plan ( ABC ).

La droite ( AD ) est perpendiculaire au plan ( ABC ) ssi le vecteur AD est 
orthogonal aux deux vecteurs non colinéaires AB  et AC  du plan ( ABC ).

Or:   
 AD  et AB  sont orthogonaux ssi AD . AB  = 0

AD  et AC  sont orthogonaux ssi AD . AC  = 0.

Nous avons: • AD . AB  = ( - 3 x 3 ) + ( 6 x 3 ) + ( - 3 x 3 ) = 0

 • AD . AC  = ( - 3 x 3 ) + ( 6 x 0 ) + ( - 3 x ( - 3 ) ) = 0.

Comme AD est orthogonal à AB  et à AC : la droite ( AD ) est donc  
perpendiculaire au plan ( ABC ).

2. c. Déduisons-en le volume du tétraèdre ABCD:

Le tétraèdre ABCD a pour hauteur [ AD ] et pour base le triangle  
rectangle en A, ( ABC ).
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Nous savons que le volume du tétraèdre ABCD est donné par:

( Aire base triangle ( ABC ) ) x ( Hauteur tétraèdre ABCD )
3

 = ( Aire base triangle ( ABC ) ) x AD
3

 = �� ( ABC ) x AD
3

 = 
 AB x AC

2
  x AD

3

 = 
 

27  x 18
2

  x ( - 3 ) 2 + 6 2 + ( - 3 ) 2

3

 = 
 3 3  x 3 2

2
  x 3 6

3

 = 27 unités de volume.

Le volume du tétraèdre ABCD est donc égal à: 27 = VABCD.

3. a. Montrons que les réels  et  existent bien:

Les réels  et  sont tels que: BH  =  . BC  +  . BD.
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BH  =  . BC  +  . BD   <=>   
xH - xB

yH - yB

zH - zB

  =  .  
xC - xB

yC - yB

zC - zB

  +   
xD - xB

yD - yB

zD - zB

 

 <=>   
5 - 6
0 - 1
1 - 5

  =  . 
0
- 3
- 6

 +  . 
- 6
3
- 6

 <=>  
- 1
- 1
- 4

 =  
- 6 

- 3  + 3 
- 6  - 6 

 

 <=>  

- 6  = - 1

- 3  + 3  = - 1

- 6  - 6  = - 4

 <=>  

  = 1
6

- 3  = - 3
2

- 6  - 6  = - 4

 <=>  

  = 
1
6

 = 
1
2

- 6 x   
1
2   - 6 x   

1
6   = - 4 YES !
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D’où:  = 1

2
  et   = 1

6
 .

Et donc: les points B, C, D et H sont coplanaires.

3. b. Montrons que H est le projeté orthogonal de A sur le plan ( BCD ):

Les vecteurs BC  et BD  ne sont pas proportionnels et, par conséquent,  
ils ne sont pas colinéaires.

Les points B, C et D ne sont donc pas alignés et définissent le plan ( BCD ).

Ici, le point H a pour coordonnées ( 5 ; 0 ; 1 ).

Le point H est le projeté orthogonal de A sur le plan ( BCD ) ssi:

 • H ıı ( BCD )

 • AH  
2
2
- 1

 est orthogonal à BC et à BD.

• H ıı ( BCD ) car BH  = 1
2

 BC  + 1
6

 BD  ( question précédente ).

• Les vecteurs AH  et BC  sont orthogonaux car:  ( 2 x 0 ) + ( 2 x ( - 3 ) )  
+ ( ( - 1 ) x ( - 6 ) ) = 0.

• Les vecteurs AH  et BD  sont orthogonaux car:  ( 2 x ( - 6 ) ) + ( 2 x 3 )  
+ ( ( - 1 ) x ( - 6 ) ) = 0.

Donc le vecteur AH  est bien orthogonal aux vecteurs BC et BD.
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Au total: H est bien le projeté orthogonal de A sur le plan ( BCD ).

3. c. Déduisons-en la distance du point A au plan ( BCD ):

La distance du point A au plan ( BCD ) est: AH = 2 2 + 2 2 + ( - 1 ) 2  = 3.

La distance du point A au plan ( BCD ) est donc égale à: 3.

4. Déduisons-en l’aire du triangle BCD:

Nous avons: VABCD = 1
3

 [ �� ( BCD ) x AH ].

D’où: �� ( BCD ) = 
3 x VABCD

AH
 .

L’aire du triangle BCD est donc: �� ( BCD ) = 3 x 27
3

 = 27 unités d’aire.
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