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f(x)=xIn(x)+ 1

CORRECTION

|. Déterminons les limites de f en 0+ et en +o:
lci: f(x)=xIn(x)+1/ (UxV+W)

e Df=]0,+o[

a Limite de la fonction f en 0*:

lim f(x)= lim xIn(x)+ |
x-0* x—-0*

Or daprés le cours: * lim xIn(x)=0
x->0*

e [im =1
x—->0"

Dans ces conditions: lim f(x)=0+ 1= 1
x-0*

b. Limite de la fonction f en + oo:

lim f(x)= lim xIn(x)+ ]
X —+00 X —>+00
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Or d'apreés le cours: * lim x=<+o
X+

e [im In (x) =40
X —>+00

e |im =1

X —>+00

Dans ces conditions: lim f(x)=+o X (+0)+ / =+oo.
X—><+00

2. a Montrons que pour tout x €] 0; 4+ [, £’ (x)= 1+ In (x):

La fonction f (x) = xIn (x) + | est dérivable sur]0;+oo [.

Ainsi, nous pouvons calculer f’ pour tout x €]0;+oo [.
Pour tout x €]0; 4+ [ f’(x)=(/xIn (x))+(xx;l)+0

(UxV+UxV'+ W)

=1+ In(x)

Ainsi, pour tout x €] 0;+o [ f'(x)=1+In(x).

2. b. Déduisons-en le tableau de variations de la fonction f sur]0;+o [:

- Etudions le signe de f’ sur]0; +o [:
Distinguons deux cas pour tout x €]0; +oo [.

I cas: f'(x)<0.

(x)<0 <= 1+In(x)<0 <= In(x)<-1 <= x<e’
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/ /
cad x<— ou xE]O;—].
e (4

2¢cas: f'(x)=0.

(x)20 <= I+In(x)>0 <= In(x)>-] <= x>¢"'

/ /
cad x=>— ou xE[—;+oo[.
e e

Au total: - f est décroissante sur ] 0, é ],

* fest croissante sur [ 0; +o [.

* Dressons le tableau de variations de la fonction f sur]0; +o [:

Le tableau de variations de la fonction f sur ] 0; +oo [ est:

— / 400

f(x) -

C
b

Avec: ca=1

e C=+4+x
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Y
Notons que: le point A (é ;- é + I) correspond a 'extremum de f sur

lintervalle] 0; +o [. C'est un minimum global.

2. c. Justifions que pour tout x €] 0; I[,f (x)€]O0, I[:
Comme pour tout x €] 0;+0 [, f(x)=xIn(x)+ I f(I)=1

D'apreés le tableau de variations:

.six€|0;~ -1,
Sl x ,E[,f(x) ] '?, [,

o

-sixeqé;l[,f(x)E]l-é;l[.

Ainsi, pour tout x €]0; I[: f(x)E]l-é;l[
cad I-é<f(x)<l

cad 0<f(x)<! ou f(x)EJO, /[

3. a Déterminons une équation de la tangente (T) a Ef au point B (1;£(1)):
L'équation de Ia tangente (T) a Ef au point B (1; £ (1)) S'écrit:
Y=1"(x) x (x-x;)+f(x;)
cad: y=f"'(Nx(x-1)+f{)
Oricii »f(x)=xIn(x)+ 1,
e f(x)= 1+ 1n (x),
f=1,
e (=1
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Dans ces conditions: Y= 1x(x-1)+ 1/

cad: Yy=x.

L’équation de la tangente (T) a efau point B est donc: Y= x.

3.b. Etudions Ila convexité de la fonction fsur]0; +oo [:

D'apres le cours: ¢ fest concave sur]0;+oo [ SSi
" (x)<0pourtout x €E]0; +oo [

* fest convexe sur ] 0; +oo [ SSi
f"(x)= 0 pourtout x €E]0;+o0[.

O ici, pour tout x €]0; +a [: f”(x)=£>0. (F (x)= 1+ In (%))
Ainsi: fest strictement convexe sur]0; +oo [.

3. c. Déduisons que pour tout x €] 0; +x [, f (x) = x:

Comme f est strictement convexe sur]0; +oo [: ef est au-dessus de
toutes ses tangentes.

Donc, en particulier, efesf au-dessus de la tangente (T) d’équation y = x.

Ainsi pour tout x €]0;+o [: f(x)=> x.

4. a Montrons par récurrence que pour tout n € IN,0 < U < I:

lei: + U =f(U) cad U =UIn(U)+!
*U,€)0, /[
*n€EIN
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Nous allons montrer par récurrence que:
" pour tout entier natureln. 0< U < "
Initialisation. 0< U < I?
Oui car d'aprés 'énoncé: U, €0, /[ <=> 0< U </

Donc vrai aurang* 0 *.

Hérédité: Supposons que pour un certain entier naturel n,0 < U < I et
montrons qualors 0< U < .

Supposons: 0 < U_ < I pour un entier naturel n fixé.
(/)
D'apreés la question 2. c.: pour tout x €]0; I[,0<f(x)< I

Ainsi: (1) => 0<U </ = UE€JO; /[ = O0<f(U)<! = 0<U_ <!

Conclusion: Pour tout entier naturel n,0< U, < |

4. b. Déduisons-en de la question 3. c. la croissance de la suite (U, ):
D'apreés la question 3.c.: pour tout x €] 0;+x [, f(x) = x.

Ainsi pour tout entier naturel n: f(U)2>U cad U = U,

Au total, comme pour tout n € IN, U, > U Ia suite (U,) est croissante.

4. c. Déduisons-en que la suite (U ) est convergente:

D'apres le cours, toute suite croissante et majorée est convergente.
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Or ici: « (U ) est strictement majorée par M=1 (0< U < /)
* (U,) est croissante sur IN.

Donc: Oui, la suite (U, ) est convergente.
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