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LE VOLUME DU TETRAEDRE ABCD

CORRECTION

l.a a, Calculons les coordonnées des vecteurs AB et AC:

Nous savons que: A(2,0;,3),B(0;2;!)etC(-1;,-1,2)

X, - X, 0-2 -2
Dans ces conditions: ‘A_B>=<yB_HA>=<2'-O>=<2'>
-z, I-3 -2
. X, -1-2 -3
oAC: \(/C-\(/A = -1-0 =| -1 |
z -2, 2-3 -1
—> -2 —> -3
Ainsi, nous avons: AB=| 2 | et AC=| -1 |
-2 -1

I. a a,. Déduisons-en que les points A, B et C ne sont pas alignés:

Les points A, B et C ne sont pas alignés ssi les vecteurs AB et AC ne sont
pas colinéaires.
Orici: x

—>—£Xx—> et —»tix v
AB -3 X%ad T IaB T3 XAC

freemaths fr + Mathématiques BAC - Géométrie dans I'espace



Freemaths : Tous droits réservés

— — 2
Les vecteurs AB et AC ne sont donc pas colinéaires, et par conséquent:

« les points A, B et C ne sont pas alignés,

« les points A, B et C définissent ainsi le plan ( ABC ).

I. b. Calculons les longueurs AB et AC:

Les longueurs AB et AC sont:

cAB=V(-2)2+22+(-2)* =2V3

cAC=V(E3)2+ (1) + (1) =Y,

Les longueurs AB et AC sont donc respectivement: AB =23 et AC=VII.

. c. ¢, Déterminons la valeur du cosinus de l'angle BAC:

L'angle EA\E noté oL est tel que: cos (0t) = '2.; ':g ( cours)
-2 -3
2 || -/
-2 -1
<=> cos (Ol)=
2V3 xvI
)

La valeur du cosinus de 'angle BAC est donc égale a: %
33
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I. . c,. Donnons une valeur approchée de la mesure de l'angle BAC:

Nous savons que: cos (Ct) = L

V33

A l'aide d'une calculatrice, nous trouvons: ot = 58, 5°, aux dixiéme prés.

2. a Déterminons une équation du plan P passant par C et perpendiculaire
a la droite ( AB ):

Soit M, le point de coordonnées (x; Y,z ).

Le plan P passe par le point C (-1;-1, 2.) et est perpendiculaire a la droite ( AB )

Ainsii CM.AB =0 <=> (x+1)x(-2)+(y+/)x(2)+(2-2)x(-2)=0
<=> -2x-2+2Yy+2-2z+4=0

cad -2x+2Yy-2z+ 4=0.

L'équation cartésienne du plan P est donc: -x+Yy-z+2=0.

2. b. Donnons une représentation paramétrique de la droite ( AB ):
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D'apres le cours, nous savons que:
* Soit A (x,,Y,, 2, ) un point de I'espace.
* Soit Tf(a;b;c)unvecfeurnonmudel’espace

* La droite passant par A de vecteur directeur u admet
pour représentation paramétrique:

)
x=xA++.a

{y=y,+tb ,tER

\z=z,+t.c

Ici: e la droite ( AB ) passe par le point A(2,0;3),

-2
e un vecteur directeur U de la droite (AB) est: U = E = < 2 >
-2

Dol une représentation paramétrique de la droite ( AB ) passant par le
point A et de vecteur directeur U (-2,2,-2)sécrit:

(x=2-2¢%

.

y=0+2t ,t€ER

( z2=3-2¢
Une représentation paramétrique de la droite ( AB ) est donc:
(x=2-2¢%

{y=2t ,tER

\ z=3‘2-+
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2. c. Déduisons-en les coordonnées du point E:

Le point E est le projeté orthogonal du point C sur la droite ( AB ) et est
donc le point d'intersection entre la droite ( AB ) et le plan P.

Les coordonnées du point E vérifient donc le systeme:
(x.=2-2t ())
Y=2%t (2)

< z.=3-2t (3)

=X +Y.-2.+2=0 (4)

A laide des équations (1), (2) et (3), nous pouvons écrire:
(4) <= -x +Y,-2,+2=0 <=> -(2-2t)+2t-(3-21)+2=0
<=> b1t-3=0

/
cad ‘f‘:I

. /
Les coordonnées du point E sont donc: -xE=2.-2.xZ=I

/
Yy =2x—=1
Ye 2

/
°2,=3-2x—=2
2
2. d. Calculons laire du triangle ABC:

2 -3 -1
Nous avons: +BC =-AB + AC =( -2 |,| -/ |=( -3
2 -1 /
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eBC=V(-1*+(-32+ (> =V
Comme AC=BC=VY1I , le triangle ABC est isocéle en C.

Dans le triangle isocele ( ABC ), [ CE ] est la hauteur relative a la base [ AB )}

Xe = X¢c I-(-1) 2
N c?(“)(())(z)
ZE-ZC 2-2 0

cCE=V(2) + 20+ (0 =22

AB x CE
T

L'aire du triangle ABC est donc égale a: f(ABC)=

Dans ces conditions, I'aire du triangle ABC est égale a:

.ﬂ!(ABC):ZE;ZE

=2-‘/Z.

3. a Montrons que les points A, B, C et F sont coplanaires:
Nous savons que: A(2;0,3),B(0;,2;1),C(-1,-1,2)etF (1;,-1,3)
Les points A, B, C et F sont coplanaires ssi il existe deux réels a et b tels que:

F:a.A_B>+b.A_C>.

X -2 -2 -3
AF =a.AB +b.AC <= Y--0 |=a. 2 |+b.| -!
z_-3 o -1

F
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I-2 -2a -3b
<=> -1-0 |=| Za |+| -b
3-3 -2a -b
-/ -2a-3b
<=> -1 — 2a-b
0 -2a-b
(2a+3b=1
<=> {2_a-b=-l
\2a+b=0
(2a+3b=1
<=> <2a+2.a=-/
\b=-2a
( /
b=—x(/-2.x<-—))
i
<=> < a___/
il
b=-2a
\
r /
A=-—
cad < 4
/
b=—
\ 2

Comneilexis'l'ebiendeuxréelsaefb(a=-ée+b=é): les points

A, B, C et F sont coplanaires.
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3. b. Vérifions que la droite ( FD ) est orthogonale au plan ( ABC ):

2
La droite ( FD ) est orthogonale au plan ( ABC ) ssi le vecteur FD | -2
-4

est orthogonal aux deux vecteurs non colinéaires A_B>e+ A_C>du plan ( ABC ).

o {F_ﬁ ew‘A_B> sont orthogonaux .ssiﬁ)> .E:o

FD et AC sont orthogonaux ssi FD.AC = 0.

Nous avons: * FD . AB = (2 x (-2))+ (-2 x2)+ (-4 x (-2))=0

«FD.AC = (2 x(-3))+ (-2 x () + (-4 x (- 1)) = 0.

Comme FD est orthogonal & AB et & AC: I droite ( FD ) est donc bien
orthogonale au plan ( ABC ).
3. ¢ Calculons le volume du tétraédre ABCD:

Le tétraédre ABCD a pour hauteur [ FD] et pour base le triangle isocéle
(ABC)
Nous savons que le volume du tétraédre ABCD est donné par:

( Aire base triangle ( ABC ) ) x ( Hauteur tétraédre ABCD )
K)

_ (Aire base triangle (ABC)) x FD
- 3

_R(ABC)xFD
3
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_ 26 xV(2): + (-2) + (-4)
3

_ Z‘IEXZ‘/Z

3

= 8 unités de volume.

Le volume du tétraédre ABCD est donc égal a: 8 unités de volume.
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