5. Probas a Densité

5.1 Loiexponentielle - loi sans mémoire

Théoreme 20 : Laloi exponentielle est une loi sans mémoire c’est a dire que :

Vi>0eth>0 ona Px>y(X>=t+h)=P(X=h)

Prérequis : Définition delaloiet P(X > a) =1—P(X <a) =1—F(a) = e *
Deémonstration : On applique la formule des probabilités conditionnelles :

P(X> X > P(X>t+h
Px;t(X>t+h):( t et t+h) P t+h)

P(X >t) P(X >t)
B p—Mt+h) B oM s oAl
e~ At e—At

—eM=P(X>h)
Remargue : On dit que la durée de vie d'un appareil est sans mémoire lorsque

la probabilité que I'appareil fonctionne encore 1 années supplémentaires sachant
qu’il fonctionne a l'intant ¢, ne dépend pas de ¢.
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5.2 [Expérance d’une loi exponentielle

Théoreme 2] : Si X suit une loi exponentielle de parametre A alors son espé-

rance mathématique vaut : 1

Deémonstration : D'apres la définition, en posant ¢(t) = Ate™*, ona:
X

E(X)= lim | g(t)dt

X—4c0 J0

Il faut trouver une primitive de la fonction g, pour cela on dérive la fonction g

§(1) = Ae M = Xte M = de M Ag(t) e g(t) =M - 11
On aalors:
x x 1 1 1 *
o —At S .t
[swar= [ (e =560 de= [5e = a0
_1 A _1 At —\t
_X( e g(x)+1+g( ))_A< e Axe +1>
Onpose: Y = —Ax ,onaalors:

Six — +oo alors ¥ — —o0

Dot: lim e ™= lim e¥ =0 et lim Axe ™ = lim —Ye¥ =0
X—+00 Y——oc0 x—+o00 Y —o0

Par somme et produit, on a alors :
X

. 1
Jm ), 8bde=~
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5.3 Loi normale - Probabilité d’intervalle centré en 0

Théoreme 22 : X est une variable aléatoire qui suit un loi normale centrée

réduite. Soit a un réel de l'intervalle ]0;1[. Il existe un unique réel strictement

ositif u, tel que :
= « 14 P(—uy < X<uy)=1—ua

P\ré—v-e%uis : Loi normale centrée réduite et théoréme des valeurs intermédiaires

Deémoustration : On cherche un réel x strictement positif tel que :

P(—x<X<x)=1—u
Px)—P(—x)=1—na
P(x)—14+P(x)=1—u N
20(x)—1=1—a 2
bt
o) =14

On sait que la fonction ® est continue et strictement croissante sur ]0; +oo[. De
plus :
1
lim ®(x) = P(0) = = et lim ®(x) =1

x—0 2 X—>+o0

1 o
et 0<a<l & —<1—=<1
2 2
donc d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe un unique x = 1,

strictement positif tel que ®(x) =1 — %
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5.4 Intervalle de fluctuation

Théoreme 23 : Sila varialble aléatoire X, suit une loi binomiale %(n, p) alors

pour tout réel « de ]J0;1[, on a:

. X o p(l=p) vr(1—p)
ngrfoop(n )—1 x ou I,=|p uaT,p—kuaT

_neln

u, étant le nombre tel que P(—u, < Z < u,) = 1 — a lorsque Z suit ine loi
normale centrée réduite.

Remargue : le mot asymptotique vient du passage a la limite de l'intervalle I;,

. Xy —n
Deémeonstration : On pose Z, = i e
np(1—p)
D’apres le théoreme Moivre-Laplace : liril P(—uy < Zy < Uy) suit une loi nor-
n——+00

male centrée réduite de variable aléatoire Z.

On sait d’apres les propriétés de la loi normale centrée réduite que pour tous «
de ]0;1[, il existe un unique réel strictement positif u, tel que :

Pl—upy < Z<un)=1—u

De plus :
—Uy $Zp < Un

—ug\/np(l —p) < Xy —np <ugy/np(l—p)
np —ug\/np(l—p) <Xp < np +ugy/np(l—p)

p(1—p) _Xu i)

np — Ug—~————-

_< o
Ji S SPrRTTR

N\

X
Donc lim P(feln) =1—u

n—r—+4o00
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5.5 Statistique - Intervalle de confiance

On suppose les trois conditions d’approximations remplies :

n>=30, np=25 et n(l—p)=5

Théoreme 24 : Soit F, la variable aléatoire qui a chacun des échantillons de
taille n associe la fréquence du caractere dans cet echantillon.

La proportion inconnue p est telle que :

1 1
P(Fn_ﬁ<p<Fn+ﬁ>>O,95

Deémonstration : On a vu que l'intervalle de fluctuation au seuil de 95% peut

1 1
étre simplifié par : {p——;p+_
Vn Vn
On a donc:
1 1
p_ﬁglz‘n\p‘i‘ﬁ
— 1 <F, —pn< 1
\/ﬁ\ n p\\/ﬁ
1 1
—F,——=<-p<—-F,+—=
n n P n+\/ﬁ
1 1
Fn__<P<Fn+—
n n
Ainsi'P<F—1 < <13_|_1 > 0,95
' n \/ﬁ\p\ n n = Y,
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