3. Nombres Complexes

3.1 Propriétés des modules

Théoreme 1T : Pour tous complexes z et z/ non nuls, on a les relations sui-
vantes :
1) 22| = |2| x |2 2) 2| = |2|" 3 |Z] = 12

z/ |2/

Préreguis : On suppose que zZ = |z|?

Démonstration :
1) Pour le produit : on calcule la quantité :
|2 /|2

127 |> =22 xz2 =22 xZZ =zZ2x 772 =|z)* x |z

Le module d’un nombre complexe est positif, donc: |zz'| = |z| x |Z/|

2) Pour la seconde, il suffit de faire une récurrence a partir du produit.

3) Pour le qutient, on pose pour (2l #£0): Z= §
Onaalors: z = Zz' par lapropriété du produit |z| = |Z]|Z/|
d’ou |Z| = Izl
k4
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3.2 Propriétés des arguments

Théoreme I8 : Pour tous complexes z et z’ non nuls, on a les relations sui-
vantes :

1) arg(z z') = arg(z) + arg(z’) [27]

2) arg(z") =narg(z) [27]

3) arg (;) = arg(z) —arg(z’) [27]

Préreguis : On suppose connu les formules d’addition de cosinus et sinus :

cos(a+b) =cosacosb —sinasinb
sin(a + b) = sinacosb + cosasinb

Démonstration :

1) Onpose z =r(cosf +isinf) et z/ =r'(cost +isinf’)
ot r et r' d'une part et 6 et 8’ d’autre part sont respectivement les modules et
arguments des nombres complexes z et z'.

On calcule :

z7z' = r1'(cos® +isinf)(cosd + isind’)
=r7'(cosfcos® +icosfsind + isinfcosd — sinbsind’)
=rr' [cosfcos® —sinfsin6’ +i(cosOsinb’ +sinfhcosd’)]
=rr"[cos(8+6") +isin(0+6')]

Par identification, on en déduit alors :
zZ'| =rr = |z||Z/| et arg(zZ) = arg(z) +arg(z') [27]

2) On démontre |z"| = |z|" et arg(z") = narg(z) par récurrence a partir
de la propriété du produit.

, z e
3) Pour le quotient, on pose Z = —, on a donc z = ZZz'. Par la propriété du
z
produit, on a :

arg(z) = arg(Z) +arg(z’) [2n] & arg(Z) = arg(z) —arg(z’) [27]
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