2. Fonctions, Dérivées, Limites et Intégrales

2.1 Unicité de la fonction exponentielle

Théoreme b : Il existe une unique fonction f dérivable sur R telle que :

fl=f et f0)=1

On nomme cette fonction exponentielle et on la note : exp

Deémonstration : Lexistence de cette fonction est admise.
Démontrons 'unicité.

e La fonction exponentielle ne s’annule pas sur RR.

Soit la fonction ¢ définie sur R par: ¢(x) = f(x)f(—x).
Montrons que la fonction ¢ est constante. Pour cela dérivons ¢.

Comme f' = f,ona:

= f(0)f(=x) = f(x) f(=x)
=0

Comme ¢’ = 0 alors la fonction ¢ est constante. Donc :

vxeR ¢(x) = ¢(0) = f3(0) =1
On en déduit alors : f(x)f(—x) = 1, donc la fonction f ne peut s’annuler.
e Unicité

On suppose que deux fonctions f et g vérifient les conditions du théoréme, soit
f=1f,¢ =getf(0)=¢g(0) =1.Lafonction ¢ ne s’annule donc pas, on définit

alors sur R la fonction i par h = =. On dérive h :

, f's—fs  fe—fs
h 0
=8 =T

La fonction / est donc constante et h(x) = ——=

Onadonc:Vx € R, @ =1.
g(x)

On en déduit que f = g. L'unicité est ainsi prouvé.
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2.2 Relation fonctionnelle de I’exponentielle

Théoréeme 1 : Soita et b deux réels, on a alors :

exp(a+b) = exp(a) x exp(b)

Remargue : Cette relation s’appelle la relation fonctionnelle car on pourrait dé-
finir I’exponentielle a partir de cette propriété pour retrouver que I'exponentielle
est égale a sa dérivée.

Deémonstration : Posons la fonction h(x) = M.
exp(a)

Montrons alors que la fonction & n’est autre que la fonction exponentielle. Il suffit
alors de Montrer que /' = heth(0) =1:

_exp/(x+a)  exp(x+a)

/ —
h (X) - exp(a) exp(a) - h(x)
_exp(0+a)
h(0) = “exp(a) 1
La fonction & est donc la fonction exponentielle. On en déduit alors :
exp(x+a) B
“expl@) exp(x) < exp(x+a) =exp(x) x exp(a)
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2.3 Limites en l'infini de ’exponentielle

Théoreme 8 : On ales limites suivantes :

Iim e =+ et lim e* =0
X—r 400 X——00

Deémonstration : Soit la fonction f suivante : f(x) = e* — x.

Dérivons la fonction f: f/(x) =e* —1

Comme la fonction exponentielle est strictement croissante, on a :
flx) >0 x>0 et fl(x)<0 & x<0

On obtient alors le tableau de variation suivant :

Du tableau de variation on en déduit: Vx € R f(x) >0 donc e* >x

or on sait que lim x = 4-co par comparaison on a :

X——+00
lim e¢* = +o0
X——+00
En faisant le changement de variable X = —x, on obtient :
. X . —X . ]-
lim ¢' = lim e %= lim — =0
x——00 X—+o00 X—+oo e
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2.4 Limites de référence de ’exponentielle

1

* 1
Théoréeme & : Ona: Tln = =
- x—0 X

Deémonstration : La démonstration découle de la définition de la dérivée en 0
appliquée a la fonction e*.

lim e~ =exp’(0) = exp(0) =1
x—0 X P p

Théoreme 10 : Croissance comparée

X

. @ .
im —=+00 et lim xe¥=0
X——+o0 X X——00

Deémonstration : Comme pour la limite de e* en +oo, on étudie les variation
d"une fonction. Soit donc la fonction g définie sur R par :

2
x _ X
g(x)_e 2

On calcule la dérivée ¢': ¢'(x) =¥ — x
D’apres le paragraphe 2.3,ona: Vx ¢ R ¢* >x donc ¢'(x) >0

La fonction g est donc croissante sur IR.
Or ¢(0) = 1 doncsi x > 0 alors g(x) > 0. On en déduit donc que :

2

X eX  x
x>0 X)>0 & f>— & @ —>=
3(%) 2 X2
X
On sait que lim — = +o0, par comparaison, on a :
que 1 D +00,p P
ex
lim — = 4o
xX—+oo X
Pour la deuxieme limite, on fait un changement de variable X = —x, on obtient
alors : <
lim xe* = lim (—X)e X =— lim - =0
X—r—00 X—+oc0 X—+c0 e

Couségquence : la fonction exponentielle «'emporte » sur la fonction x.
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2.5 Logarithme du produit

Théoreme Nl : Pour tous réels strictement positifsa et b,on a:

Inab =lna-+1nb

Deémonstration : D’apres les propriétés de 'exponentielle, on a :

= o a=b

Or e — g p et enatinb — plna o onb _ ,p
On conclut donc que Inab =Ina + Inb.

Remargue : Clest cette propriété qui est a I'origine de la fonction logarithme.
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2.6 Limites de la fonction logarithme en 0 et en l'infini

Théoreme 12 : On ales limites suivantes :

Iim Inx = 4+ et Iim Inx = —
X—r+00 x—0+

Démonstration :
e Pour montrer la limite en +o00, on revient a la définition :

Pour tout M > 0, si Inx > M alors, comme la fonction exp est croissante,
M
x>e".

Il existe doncunréel A =eM tel quesi x > A alors Inx > M.

Conclusion: lim Inx = +oo.
x——+o0

1
e Pour la deuxieme limite, on fait un changement de variable. On pose X = —.
x

Donc si x — 07 alors X — +o00. On a alors :

lim Inx = lim lnl = lim —InX=—c
x—0+ X—>+4o X X—>+4oo
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2.7 Croissance comparée

Théoréme |12 : Croissance comparée

. Inx .
Iim — =0 et Iim xInx =0
X—+o00 X x—0F
ex
P\ré—\re%uos : lim — =4
X—4oo X
Démonstration :

e Pour la premere limite, on fait un changement de variable. On pose : X = Inx,
on a alors x = eX. On a alors :

x — +o0co0 alors X — +c0

Notre limite devient alors :

. Inx . X . e’
lim — = Ilim ~ = 0 car Iim — = 4o
X—+00 X X—+4o00 € X—+00 X

. - . . . 1
e Pour la deuxieme limite, on fait le changement de variable suivant : X = o On

a alors :

x — 0" alors X — 400
La deuxiéme limite devient alors :

Iim xInx = lim llnl: lim —ln—Xzo
x—0+ X—400 X X  X—o+o0

Remargue : On peut dire que : « x I"emporte sur Inx en +o00 ».

freemaths fr



2.8 Limites et dérivées des fonctions trigonométriques

Llfl el sin x cosx — 1

lim =1 et Iim— =0
x—0 X x—0 X

Théoréeme 14 : D’apres les fonctions dérivées des fonctions sinus et cosinus,

Pré—\re%ﬂs : Dérivées des fonctions sinus et cosinus.

Deéemonstration : On revient a la définition du nombre dérivée en 0.

. . sinh —sin0 . _sinh
sin' 0 = lim ————— = lim
x—0 h h—0 h
. . . sinh
oronsaitque: sin'0 =cos0 =1 donc lim =1
h—0 h
de méme, on a:
, . cosh—cos0 . cosh—1
cos 0 = lim —— = lim ———
h—0 h h—0 h
. . . cosh—1
oron saitque: cos’0 = —sin0 =0 donc lim =0
h—0  h
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2.9 Théoreme fondamental de 1'intégration

Théoreme IS : Soit une fonction f continue et positive sur un intervalle [a; b].

X
La fonction F définie par: F(x) = / f(t)dt estdérivable sur [a;b] et F' = f
a

Deémonstration : Dans le cas ol f est croissante sur [2;b] (On admet ce théo-
reme dans le cas général).

On revient a la définition de la dérivée, il faut montrer que si xg € [a;b] :

}lllilf(l) F(XO + h})l — F(xo) _ f(X())

e 1ercas:h >0,0ona:
X0+l’l

xo+h X0
F(xo+h) — F(xo) :/ﬂ " f(t)dt—/a £ dt:/x F)dt = o
(par soustraction d’aire). '

On sait que f est croissante sur [4;b],
doncsit € [xp;x0+ k], ona:

f(x0) < f(1) < f(xo+) O\
donc en encadrant 'aire ./ \ o
N

par le rectangle minorant (hachuré) et
le rectangle majorant (bleu) l'aire ( en !

bleu), on a: ol a X0 xo+h
flxo) xh< o < f(xo+h)xh
Flxo) <5< flxo+h)
floxo) < FOENZFG0) g g
e 2¢cas:h < 0, on montre de méme que: f(xg+h) < Flxo+ hF)z — Fxo) < f(xo)

e Conclusion : on sait que f est continue sur [a; b], donc ;I,in(l) flxo+h) = f(xo)
4)

F(xo +h})l — F(xp) — f(x0)

D’apreés le théoréme des gendarmes, on a : Plzim
—0
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2.10 Existence de primitives

Théoreme 16 : Toute fonction continue sur un intervalle I admet des primitive

sur [.

Deémonstration : Cas ot le fonction f est continue sur un intervalle [g;b] et
admet un minimum m.0On pose la fonction g telle que: g(x) = f(x) —m

¢ est continue (car somme de fonction continue) et positive sur [4;b]. D'apres le
théoreme fondamental, la fonction G définie ci-dessous est une primitive de g sur
a; b].

G(x) = [ gl

La fonction F définie sur [a;b] par: F(x) = G(x) 4+ mx est alors une primitive
de f car:
F(x)=G'(x)+m= f(x) —m+m= f(x)

Remargue : On admet ce théoreme dans le cas général.

X
/ f(t) dt est la primitive de f qui s’annule en a
a
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