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Problème 1 : Marche aléatoire 
 

 
Question 1. 
Dans cette question, on suppose 1q . 
 
Le déroulement de cette expérience peut 
être schématisé à l’aide d’un arbre de 
probabilité. Ci-contre une schématisation 
du déroulement des trois premières étapes. 
 
 
1.a. À l’instant zéro, le marcheur est au 
point d’abscisse 1. L’évènement  10 X  
est par hypothèse l’évènement certain, sa 
probabilité est égale à 1. 
 
  
 
À l’instant 1, et de façon équiprobable, soit le marcheur reste sur sa position, soit il se déplace à l’origine. 

     
2
101 11  XPXP  . 

1.b. À l’instant 2 et en se référant à l’arbre de probabilité :   
4
1

2
1

2
112 XP  et 

  
4
3

2
1

2
11

2
102 XP  

 
 
1.c.  Lorsque le marcheur est au point d’abscisse 1, il peut de façon équiprobable ou y rester ou aller à 
l’origine.  
 
Sachant qu’à un instant donné n le marcheur se trouve au point d’abscisse 1, la probabilité conditionnelle que 

le marcheur s’y trouve toujours à l’instant suivant est égale à 
2
1  de même que la probabilité conditionnelle 

que le marcheur aille à l’origine :  
 

 D’une part :               
2
11111 111   nnXnn XPXPXPXP

n
. 

 D’autre part :                 
2
110000 111   nnnXnn XPXPXPXPXP

n
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1.d. La suite     N nnXP 1  apparaît comme une suite géométrique dont le premier terme   10 XP  est 

égal à 1 et dont la raison est égale à 
2
1 . De ce fait :    n

n

nXP
2
1

2
11 





 . 

 
La raison de cette suite appartenant à l’intervalle  1;1 , la suite     N nnXP 1  converge vers zéro. 

    01lim 
 nn

XP  

 
 
Pour tout entier naturel n, les deux évènements  0nX   et  1nX  sont des évènements complémentaires. 

      nnn XPXP
2
11110  .  

La suite     N nnXP 0  converge vers 1 :      10lim 
 nn

XP  

 

1.e.         nnnn XPXPXE
2
11100   et    0lim 

 nn
XE  

 
 
1.f On note la matrice ligne donnant la loi de probabilité de Xn comme indiqué dans l’énoncé : 

    10  nnn XPXPU . 
En considérant l’instant suivant :     10 111   nnn XPXPU  et d’après les résultats obtenus dans 1.c :  

        1
2
1001  nnn XPXPXP   et       1

2
111  nn XPXP .  

 

Soit 









db
ca

M  la matrice recherchée la cette question. 

Le produit matriciel      









db
ca

XPXPMU nnn 10  est égal à la matrice ligne :  

        1010  nnnnn XPdXPcXPbXPaMU  
 
 
On cherche a, b, c, d de manière que les deux termes de la matrice ligne MU n   soient identiques, 

respectivement, à          1
2
1001  nnn XPXPXP  et à      1

2
111  nn XPXP . 

C'est-à-dire de telle sorte que, identiquement,             1
2
1010  nnnn XPXPXPbXPa  et 

        1
2
110  nnn XPXPdXPc . 

 
Il y a coïncidence pour toute valeur de l’entier n, si et seulement si   0nXP  et   1nXP  sont affectés 

de part et d’autre des deux égalités des mêmes coefficients. Par identification : 
2
1;0

2
1;1  dcba  

 

La matrice M est la matrice : 













2
1

2
1

01
. 
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Question 2.  
Dans cette question, on suppose 2q . 
 
Le déroulement de cette expérience peut 
encore être schématisé à l’aide d’un arbre de 
probabilité comme ci-contre.  

 

Il en est de même du passage de l’instant n à 
l’instant suivant  1n . Les probabilités 
affectées aux diverses branches sont des 
probabilités conditionnelles, 
    kXP niX n

 1  pour 02  ki . 
 
 

 
 
 
2.a. En se référant à cet arbre de probabilité,:  
 

             
3
12222 121   nnXnn XPXPXPXP

n
 pour la probabilité que 2nX  

 
                  11121 11121   nXnnXnn XPXPXPXPXP

nn
 soit : 

        
2
11

3
1211  nnn XPXPXP  pour la probabilité que 1nX  

 
                    0[01020 11121   nnXnnXnn XPXPXPXPXPXP

nn
 soit : 

          0[
2
11

3
1201  nnnn XPXPXPXP  pour la probabilité que 0nX .
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2.b. Notons désormais, par économie d’écriture :     kXPkp nn  . 

D’après 2.a nous avons les relations : 

       

     

   

























2
3
12

2
3
11

2
11

2
3
11

2
100

1

1

1

nn

nnn

nnnn

pp

ppp

pppp

 

 
 

Soit 

















333

222

111

cba
cba
cba

M  la matrice recherchée. Le produit       

















333

222

111

210
cba
cba
cba

ppp nnn  est la 

matrice ligne dont les éléments sont, respectivement, 

     
     
     















210

210

210

321

321

321

nnn

nnn

nnn

pcpcpc

pbpbpb

papapa

 

 
Par identification, ces résultats coïncident avec les expressions respectives de       210 111  nnn ppp  en 

choisissant : 





















3
1;0;0

3
1;

2
1;0

3
1;

2
1;1

321

321

321

ccc

bbb

aaa

, de sorte que la matrice M est la matrice 























3
1

3
1

3
1

0
2
1

2
1

001
.  

 
Il s’agit de la matrice qui intervient dans l’énoncé de la question suivante 1.c. 
 
 
 

2.c. 
























































1
2
1
0

2
1
0

3
1

3
1

3
1

0
2
1

2
1

001
. Autrement dit, AAM .

2
1

  

 
 
2.d.        2.21.10.0 1111   nnnn pppXE  

Nous obtenons ce même résultat en effectuant le produit matriciel :        

















2
1
0

210 111 nnn ppp , de 

sorte que :          ApppXE nnnn   210 1111  
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2.e. Compte tenu des relations de récurrence écrites sous forme matricielle : 
                 AMpppApppXE nnnnnnn   210210 1111 . 

 
Par associativité du produit des matrices :  

                        





 ApppAMpppAMppp nnnnnnnnn 2

1210210210 . 

Nous aboutissons à la relation :    nn XEXE
2
1

1   

 

La suite    NnnXE  est une suite géométrique de raison 
2
1  et dont le premier terme est :   20 XE . 

Ainsi, pour tout entier naturel n :   12
1

2
12









 n

n

nXE  

En tant que suite géométrique de raison appartenant à l’intervalle  1,1 , la suite    NnnXE  est une suite 
convergente, de limite zéro. 
 
 

2.f. La relation de récurrence    2
3
121 nn pp   montre que la suite    Nnnp 2  est une suite géométrique de 

raison 
3
1 . Son premier terme est par hypothèse :   120 p .  

Ainsi, pour tout entier naturel n :   n

n

np
3
1

3
12 





  

 

2.g. En exploitant les deux questions précédentes : 
     

 













nn

nnnn

p

ppXE

3
12

2
1221 1

 

 

Nous obtenons :     nnnnn pp
3
2

2
122

2
11 11 


 

 
 
2.h. La somme des trois probabilités      210 nnn ppp   de la distribution de probabilité de nX étant 

égale à 1, nous obtenons :   1
3
1

3
2

2
10 1 






 

 nnnnp , soit :   nnnp
3
1

2
110 1 


 

 
 

2.i. 0
3
1lim

2
1lim 

 nnnn
. En conséquence :     02lim1lim 

 nnnn
pp  et   10lim 

 nn
p . Il est certain 

que le marcheur finira inexorablement par se retrouver au point d’abscisse zéro (et y restera …). 
 
 
Retenons de cette question que, lorsque 2q , la distribution de probabilité de la variable aléatoire nX  est :  

     






 

 nnnnnnnn ppp
3
12;

3
2

2
11;

3
1

2
110 11  
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Question 3.  
Dans cette question, on suppose 3q . 
 
Le passage de l’intant n à l’instant suivant 
 1n  peut être schématisé à l’aide d’un 
arbre de probabilités partiel (noter le 
nombre de branches issues du point 
d’abscisse i : il est égal à 1i ).  
 
Les probabilités affectées aux diverses 
branches sont des probabilités 
conditionnelles,     kXP niX n

 1  pour 
03  ki . 

 
 
Notons toujours, par économie d’écriture :     kXPkp nn  . 

Nous avons maintenant les relations : 

         

       

     

   































3
4
13

3
4
12

3
12

3
4
12

3
11

2
11

3
4
12

3
11

2
100

1

1

1

1

nn

nnn

nnnn

nnnnn

pp

ppp

pppp

ppppp

de sorte que 

                  Mpppppppp nnnnnnnn  32103210 1111  où M est la matrice livrée par 
l’énoncé pour cette question.  

 
 

3.a. AAM .
2
1

  et BBM .
3
1

   comme 

en témoigne la copie d’écran ci-contre. 
 
 

 
 

3.b. Notons nP  la matrice ligne :         3210 nnnnn ppppP  . 
 
L’espérance  1nXE  peut s’exprimer sous la forme d’un produit matriciel :  
  APXE nn   11  de sorte que :      AMPAMPXE nnn 1  puis que : 

   nnn XEAPXE
2
1

2
1

1   



Concours Général  freemaths.fr Mathématiques 

 

 
 

Gilbert JULIA pour freemaths.fr, 2019 Tous droits réservés 7 

Cette relation de récurrence montre que la suite    NnnXE  est une suite géométrique de raison 
2
1 . Son 

premier terme est   30 XE . 

L’expression du terme de rang n de cette suite est par conséquent :   n

n

nn XE
2
3

2
13 





 . 

 

On remarque d’autre part que la variable aléatoire 
 

2
1nn XX

 prend respectivement les valeurs 3,1,0,0  

lorsque nX prend les valeurs 3,2,1,0 . Ainsi  l’espérance de cette variable aléatoire peut s’exprimer à l’aide 

du produit matriciel  du vecteur colonne B par le vecteur ligne nP  : 
 

BP
XX

E n
nn 







 
2

1
 

 

Pour des raisons analogues à celles de la démarche précédente : 
 

BP
XX

E n
nn 







 



1

11

2
1

 puis 

     BMPBMP
XX

E nn
nn 







 

2
111  et  enfin 

   







 








 

2
1

3
1

2
111 nnnn XX

E
XX

E . 

 

Cette relation de récurrence montre que la suite  
 

N















 

n

nn XX
E

2
1

est une suite géométrique de raison 

3
1 . Son premier terme est 

 
3

2
100 






 XX
E . 

L’expression du terme de rang n de cette suite est par conséquent : 
 

13
1

3
13

2
1

















 
 n

n
nn

n
XX

E  

 
 
3.c. Du point d’abscisse 3, le marcheur peut aller, et cela de manière équiprobable, en l’un ou l’autre des 
quatre points d’abscisses 0, 1, 2, ou 3. 
 
De manière analogue aux situations précédentes 1q  et 2q , sachant que le marcheur est au point 
d’abscisse 3 à l’instant n, la probabilité conditionnelle  313  nX XP

n
qu’il y soit encore à l’instant suivant 

1n  est égale à 
4
1 .  

Ainsi pour tout entier naturel n :        3
4
1333 131   nnnXn XPXPXPXP

n
. Avec nos 

notations allégées :    3
4
131 nn pp  .  

 

La suite    Nnnp 3  est une suite géométrique de raison 
4
1  et dont le premier terme est   130 p . 

L’expression du terme de rang n de cette suite est :   n

n

np
4
1

4
13 





 . 

 
3.d. Nous disposons désormais de trois suites géométriques dont nous avons pu donner une formule explicite 
du terme de rang n : La suite    Nnnp 3  mais aussi les deux suites d’espérances du 3.b.  
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Or,  nn XE  et 
 








 


2
1nn

n
XX

E  s’expriment à l’aide des probabilités   3,2,1; kkpn  de la 

façon suivante :      33221 nnnn ppp   et    332 nnn pp   
 

Nous disposons en particulier des deux relations : 
 

   












13
1332

4
13

nnnn

nn

pp

p


, lesquelles permettent 

d’exprimer  2np  explicitement en fonction de n :     nnnnn pp
4
3

3
133

3
12 11 


 

 
 
3.e. La relation :      33221 nnnn ppp   permet à son tour d’exprimer  1np  explicitement en 
fonction de n :. 

      nnnnnnnnnnn ppp
4
3

3
2

2
3

4
3

4
3

3
12

2
333221 11 






 


  

 
 
3.f. La somme des trois probabilités que nous venons de calculer est :  

      nnnnnnnnnnnn ppp
4
1

3
1

2
3

4
1

4
3

3
1

4
3

3
2

2
3321 111 






 






 


. C’est aussi la probabilité 

de l’évènement contraire de l’évènement  0nX . Ainsi :  

         nnnnnnn pppp
4
1

3
1

2
3132110 1    

En conséquence :       03lim2lim1lim 
 nnnnnn

ppp  et   10lim 
 nn

p . Il est certain dans ce cas aussi 

que le marcheur finira inexorablement par se retrouver au point d’abscisse zéro (et y restera …). 
 
 
Retenons de cette question que, lorsque 3q , la distribution de probabilité de la variable aléatoire nX  est :  

       






 

 nnnnnnnnnnnnn pppp
4
13;

4
3

3
12;

4
3

3
2

2
31;

4
3

3
2

2
310 111  
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Question 4. Cas général. 
 
4.a. Du point d’abscisse q, le marcheur peut passer à chaque instant et de façon équiprobable  à l’un ou 
l’autre des  1q  points d’abscisse positive et inférieure ou égale à q. La probabilité que le marcheur reste 

au point d’abscisse q est 
1

1
q

.  

La probabilité qu’il y soit encore après n pas est  :  
 n

n

n qq
qp

1
1

1
1













  

La suite    Nqn qp  est une suite géométrique de raison 
1

1
q

 et de premier terme 1. 

 
 
4.b. Cherchons une relation de récurrence liant  11  qpn  aux probabilités du rang n. 
 
 

 La probabilité conditionnelle     111  qXP nqX n
, sachant que le marcheur est au point d’abscisse 

1q  à l’instant n, qu’il y soit encore à l’instant suivant est égale à 
q
1  car, du point d’abscisse 1q , 

il peut passer de façon équiprobable en l’un ou l’autre des points dont l’abscisse est un entier de 0 à 
1q .  

 
 La probabilité conditionnelle     11  qXP nqX n

, sachant que le marcheur est au point d’abscisse 

q à l’instant n, qu’il passe à l’instant suivant au point d’abscisse 1q  est égale à 
1

1
q

 car, du point 

d’abscisse q, il peut passer de façon équiprobable en l’un ou l’autre des points dont l’abscisse est un 
entier de 0 à q.  

 
L’évènement  11  qX n  est la réunion des deux évènements disjoints :    11 1   qXqX nn  et 
   11   qXqX nn .  
 
Nous pouvons de ce fait écrire la relation de récurrence  :  

               1111 1111   qXPqpqXPqpqp nqXnnqXnn nn
  

Autrement dit :       
1

11111 
 q

qp
q

qpqp nnn  

 
En ce qui concerne les termes de la suite  nu  : 

          



















  qp
q

q
q

qp
q

qpqpqqpu nnnnnn 1
1

1
1111 111  

Soit :          nnnnnn u
q

qpqqp
q

qp
q

qpu 111111  . 

 

La suite  nu  est une suite géométrique de raison 
q
1 . Son premier terme est :     qqpqqpu  000 1 . 

Ainsi, pour tout entier naturel n : 1
11









 n

n

n qq
qu  
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Connaissant des expressions explicites de un et de  qpn , nous en déduisons une expression explicite de la 
probabilité  1qpn : 

   
 nnnnn q

q
q

qpquqp
1

11 1 
   

 
 
 
 
4.c. Cherchons une relation de récurrence liant  21  qpn  aux probabilités analogues du rang n. 
 
Les probabilités conditionnelles     212  qXP nqX n

 ;     111  qXP nqX n
 ;     21  qXP nqX n

 

sont égales, respectivement, à 
1

1;1;
1

1
 qqq

. 

 
L’évènement  21  qX n  est la réunion des trois évènements disjoints :    22 1   qXqX nn  , 
   21 1   qXqX nn et    21   qXqX nn . 
 
Nous en déduisons la relation de récurrence :  
 

                    222221 111121   qXPqpqXPqpqXPqpqp nqXnnnnqXnn nn

 

Autrement dit  :        
1

111
1

1221 



 q

qp
q

qp
q

qpqp nnnn . 

 
Tentons d’utiliser comme dans la question précédente une suite auxiliaire :  
 
Considérons cette fois la suite auxiliaire   Nnnv  définie pour tout entier naturel n par : 

         qpqqqpqqpv nnnn 



2

1112  

 
Montrons que cette suite est une suite géométrique.  

Pour tout entier naturel n :          qpqqqpqqpv nnnn 1111 2
1112  


 .  

 
En appliquant les formules de récurrence déjà obtenues  :  

               
12

1
1

1
1

1
1

1
2

1 


































 q
qpqq

q
qp

q
qp

q
q

qp
q
qp

q
qp

v nnnnnn
n   

 

Ce qui s’écrit : 
      nnn

n
n v

q
qpqqp

q
qp

v
1

1
2

1
1

2
1 





  

 

La suite auxiliaire   Nnnv   est une suite géométrique de raison 
1

1
q

. Son premier terme est 

           
2

1
2

1112 0000






qqqpqqqpqqpv . 

Nous obtenons la formule explicite :  
  1121

1
2

1















 n

n

n q
q

q
qqv  . 
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La relation          
  1122

1112





 nnnnn q
qvqpqqqpqqp  permet alors d’expliciter la 

probabilité  2qpn  :  

 
 

 
 

 
 nnnnn q

qq
q

q
q

q
q

qqp
12
1

1
11

12
2 11 





















 

Autrement dit :  
 

 
 nnnn q

qq
q
q

q
qqp

12
11

12
2 11 








   

 
 
4.d. D’une manière plus générale, L’évènement  kqX n 1  est la réunion des évènements disjoints : 

      
ki

i
nnn kqXiqXkqX




 

0
11 .  

Il nous est de ce fait possible d’exprimer   kqXP n 1  en fonction des probabilités conditionnelles 

relatives à cette partition :      



 

ki

i
nniqXn iqpkqXPkqp

n
0

11  

C'est-à-dire :    



 




ki

i
nn iqp

iq
kqp

0
1 1

1 . 

Nous obtenons de cette façon une formule de récurrence.  
 
Nous sommes conduits d’autre part à considérer par analogie avec ce que nous venons de faire comme suite 
auxiliaire (que nous espérons géométrique) une suite du style :  
 

               qp
k

kqqqkqpkqkqkqpkqkqpw nnnnn 






!

11...1
2

2111

  
 
Voyons ce que cela donne avec 3k . 
 
La relation de récurrence est :  

         
1

111
1

12
2

1331 






 q

qp
q

qp
q

qp
q

qpqp nnnnn  

Il y a un terme en plus par rapport à la relation que nous avions pour 2k . 
 
 
La suite auxiliaire serait la suite   Nnnw  définie pour tout entier naturel n par : 

               qpqqqqpqqqpqqpw nnnnn 






6

211
2

21223  

 
Montrons que cette suite est une suite géométrique.  
 
Pour tout entier naturel n :  

               qpqqqqpqqqpqqpw nnnnn 11111 6
211

2
21223  
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En exploitant les diverses relations de récurrence déjà obtenues : 

       

       

      

    


























































qp
q

qqq

q
qp

q
qpqq

q
qp

q
qp

q
qpq

q
qp

q
qp

q
qp

q
qpw

n

nn

nnn

nnnnn

1
1

6
21

1
111

2
21

1
111

1
122

1
111

1
12

2
131

 

 
Nous obtenons :  

        

    
 

  
  
































 























16
21

12
21

1
2

1
1

2
21211

1
2

1
12

2
131

q
qqq

q
qq

q
q

q
qp

q
qq

q
q

q
qp

q
q

q
qp

q
qpw

n

nnnn

 

 

Autrement dit :        
6

1
2

112
2

131









qqqqpqp

q
qpw nnnn  

Ce qui démontre que pour tout entier naturel n : nn w
q

w 


 2
1

1 . Bingo ! 

 

La suite   Nnnw  est une suite géométrique de raison 
2

1
q

. Son premier terme est :   
6

21
0




qqqw . 

Pour tout entier naturel n : 
    

  126
1

2
1

6
21
















 n

n

n q
qq

q
qqqw . 

 
Cette formule explicite permet d’en proposer une pour  3qpn  :  

               qpqqqqpqqqpqwqp nnnnn 






6

211
2

21223  

c'est-à-dire que   3qpn  est égal à l’expression suivante :  

 
 

 
 

 
 

  
 

  
 nnnnnnn q

qqq
q

q
q

qq
q
qq

q
q

q
qq

q
qq

1
1

6
21

1
1

2
21

12
11

12
2

26
1

1111 















































 
 
ou encore :    

 
 
 

     
  1111 16

21
2

21
12
2

26
1

3
 

















nnnnn
q

qqq
q

qq
q

qq
q

qq
qp  
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Exemple numérique 
 
Le programme marcheur est affecté de deux 
arguments q et n. 
 
Il affiche  successivement la liste des 
probabilités :         3,2,1,  qpqpqpqp iiii  
pour i allant de 0 à n, calculées à l’aide des 
formules de récurrence que nous avons vues au fil 
de la résolution. 
 
Il a été exécuté pour ci-contre avec 3;10  nq .  
 
Pour cette valeur de q, le marcheur peut se trouver 
en l’un ou l’autre de 11 points différents, 
d’abscisse allant de 0 à 10. Sont affichées les 
probabilités que ce marcheur soit aux ponts 
d’abscisses 10, 9, 8 et 7.  

 

Des calculs analogues ont été faits en utilisant 
maintenant les formules explicites des probabilités 

 kqpn   que nous avons construites pour 
3,2,1,0k . 

  
On peut comparer les résultats affichés sur cet 
écran avec ceux, correspondants, de l’écran 
précédent. 
 
Les listes sont identiques. 
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Problème 2 : Fonctions convexes 
 
 
 

Prérequis 
 

1. La définition de la propriété de convexité d’une fonction dérivable sur un intervalle I, telle qu’elle apparaît 
dans le programme de terminale ES : « Une fonction dérivable sur un intervalle I est dite convexe sur cet 
intervalle si sa courbe représentative est entièrement située au-dessus de chacune de ses tangentes. » 

 

2. Le lien entre convexité et sens de variation de la dérivée : « Une fonction dérivable sur un intervalle I est 
convexe sur I si et seulement si sa fonction dérivée est une fonction croissante sur cet intervalle. » 

 

3. En ce qui concerne les fonctions deux fois dérivables sur un intervalle I, le lien entre convexité et signe de 
la dérivée seconde : « Une fonction deux fois dérivable sur un intervalle I est convexe sur I si et seulement si 
sa fonction dérivée seconde est positive sur cet intervalle. »  

 

Compte tenu des hypothèses envisagées dans ce problème, la caractérisation d’une fonction convexe à l’aide 
du signe de la dérivée seconde (prérequis n° 3) sera particulièrement intéressante. 

 

1. Si la fonction u est une fonction deux fois dérivable sur R, la fonction f définie par     xuxf exp  est 
elle aussi deux fois dérivable sur R car elle est la composée de deux fonctions deux fois dérivables sur R, la 
fonction u et la fonction exponentielle. 

La dérivée première est définie par :       xuxuxf exp''   et  la dérivée seconde de f est définie par : 
          xuxuxuxf exp''''' 2   

1.a. Si u est convexe sur R, sa dérivée seconde est positive sur R. La fonction     2''' xuxux   est alors 
une fonction positive sur R, et il en est de même de la dérivée seconde de f. Donc, f est une fonction convexe. 

 

1.b. L’ambiance de cette question conduit à conjecturer que la réciproque est probablement fausse. 

Comme contre-exemple, recherchons une fonction u telle que      0''' 2  xuxu  sur un intervalle contenu 
dans R, mais pourtant telle que   0'' xu  sur cet intervalle. 

Si nous considérons la fonction u deux fois dérivable sur R définie par  :  
2

2xxux  , sa fonction 

dérivée première est définie par :   xxux ' , et sa fonction dérivée seconde par   1'' xux   qui est 
une fonction négative sur R. Cette fonction est de ce fait non convexe sur R.  
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Posons :      









2
expexp

2xxuxf . 

Alors :       xuxxf exp1'' 2  . 

Cette dérivée seconde est positive sur 
l’intervalle  ,1 . De ce fait, la fonction f est 
une fonction convexe sur cet intervalle. 

Nous avons ainsi l’exemple d’une fonction f qui 
est convexe sur  ,1  alors que la fonction u 
qui lui est associée n’est pas convexe. 

La réciproque du 1.a est fausse.  
 

 

2. La fonction f  est définie sur R par :     xxuxf   exp . 

Sa dérivée première est définie par :        xxuxuxf   exp'' . 

Sa dérivée seconde est définie par :           xxuxuxuxf   exp''''' 2 . 

 

2.a. Si u est convexe, sa dérivée seconde est positive sur R. Il en est de même, pour tout réel , de 
    2'''  xuxu  et en conséquence de la dérivée seconde de f . La fonction f  est une fonction 

convexe sur R 

 

2.b. Réciproquement, supposons que pour toute valeur de  la fonction f  soit convexe sur R.  

Soit 0x  un réel fixé. Si on attribue au réel   la valeur :  0' xu , nous obtenons une fonction convexe, de 
dérivée seconde positive sur R, et telle que        0000 exp'''' xxuxuxf   . On en déduit que : 

  0'' 0 xu . 

Le réel 0x  étant un réel fixé de façon arbitraire, le nombre  0'' xu  est positif quelle que soit la valeur 0x  
choisie dans R. La fonction dérivée seconde de u est une fonction positive (au sens large) sur R. La fonction 
u est une fonction convexe sur R.  

La réciproque est exacte. 
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Problème 3 : Polynômes de Lagrange 

 

 
1.a et b confondus.  On reconnaît dans les coefficients du polynôme du second degré R la « somme des 
racines » 21 aa  comme coefficient de x et le « produit des racines » 21 aa  comme coefficient constant. 
 
La fonction  polynôme du second degré R est factorisable par  1ax   et par  2ax   : 
Pour tout réel x ,       212121

2 axaxaaxaaxxR  .  
L’équation   0xR  a deux solutions, les deux réels distincts a1 et a2, racines du polynôme R. 
 
1.c. Le polynôme dérivé du polynôme R est le polynôme R’ du premier degré défini par : 

   212' aaxxR  .  
En particulier :     212111 2' aaaaaaR   et     122122 2' aaaaaaR   
 

1.d. La  fonction affine K1 est défini par :   1
21

2
1 b

aa
ax

xK



 . 

En particulier :   11
21

21
11 bb

aa
aa

aK 



  et   01
21

22
21 




 b
aa
aa

aK  

 
Conclusion : Cette fonction affine K1 prend la valeur b1 en a1 et s’annule en a2. 
 
 
1.e. La fonction affine K2 doit s’annuler en a1 et prendre la valeur b2 en a2 
 

Nous pouvons la définir en permutant les rôles des indices 1 et 2 :   2
12

1
2 b

aa
ax

xK



 .  

 
 
1.f. Par addition des deux fonctions affines précédentes, nous obtenons une nouvelle fonction affine ayant les 

propriétés requises :       2
12

1
1

21

2
21 b

aa
ax

b
aa
ax

xKxKxF







  

 
 
2.a. Nous connaissons la formule de dérivation d’un produit de deux fonctions dérivables :   uvvuvu '''  . 
 
Dans le cas d’un produit de trois fonctions, et en utilisant la propriété d’associativité de la multiplication : 
         ''''' wvuwuvvuwvuwvu  .  
 
Autrement dit :   vuwuwvwvuwvu ''''  . 
 
 
2.b. La fonction S est le produit de trois fonctions affines, chacune d’entre elles ayant pour dérivée la 
fonction constante égale à 1.  
En appliquant la formule de dérivation de la question 2 .a, pour tout réel x : 

          211332' axaxaxaxaxaxxS  . 
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2.c. En particulier :     31211' aaaaaS   et, par permutation circulaire1 des indices 1, 2 et 3 : 
    12322' aaaaaS   puis     23133' aaaaaS  . 

 

2.d. L1 est la fonction polynomiale du second degré définie pour tout réel x par :     
  3121

32
1 aaaa

axax
xL




 . 

En particulier :     
   1

3121

3121
11 





aaaa
aaaa

aL  et d’autre part     03121  aLaL . 

 
La fonction L1 prend la valeur 1 en a1 et s’annule en a2 et en a3. 
 

2.e. Si nous considérons la fonction polynomiale du second degré     
  3121

32
111 aaaa

axax
bxLbx




 , nous 

obtenons une fonction qui prend la valeur b1 en a1 et qui s’annule en a2 et en a3. 
 
Nous pouvons définir, par permutation circulaire des indices 1, 2 et 3, deux autres fonctions polynomiales du 
second degré remarquables : 

 La fonction définie pour tout réel x par :     
  1232

13
2 aaaa

axax
xL




  prend la valeur 1 en a2 et 

s’annule en a3 et en a1 et la fonction  xLbx 22  prend la valeur b2 en a2 et s’annule en a3 et en a1. 

 La fonction définie pour tout réel x par :     
  2313

21
3 aaaa

axax
xL




  prend la valeur 1 en a3 et 

s’annule en a1 et en a2 et la fonction  xLbx 33  prend la valeur b3 en a3 et s’annule en a1 et en a2. 
 

De ce fait, en posant :     
  

  
  

  
  2313

21
3

1232

13
2

3121

32
1 aaaa

axax
b

aaaa
axax

b
aaaa

axax
bxG












 , (c’est à 

dire en faisant la somme des trois fonctions 332211 LbLbLbG  ), nous obtenons une fonction 
polynomiale du second degré telle que pour 3,2,1i  :   ii baG  . 
 
Cette fonction répond aux conditions requises dans cette question. 
 
Supposons qu’il y ait une autre fonction polynomiale H du second degré au plus répondant aux mêmes 
conditions, c'est-à-dire telle que pour 3,2,1i  :   ii baH  . 
 
La fonction HG   est alors une fonction polynomiale du second degré au plus (en tant que différence de 
deux telles fonctions) qui s’annule pour trois valeurs réelles distinctes, les valeurs 321 ,, aaa . D’après le 
théorème admis, il s’agit de la fonction nulle : nécessairement : GH  . La fonction polynomiale du second 
degré que nous avons construite est unique. 
 

                                                      
1 Une « permutation circulaire » des indices 1, 2 et 3 consiste à remplacer dans une expression donnée dépendant des 
indices 1, 2 et 3 l’indice 1 par l’indice 2, l’indice 2 par l’indice 3 et l’indice 3 par l’indice 1. 
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Nous avons défini ci-contre la fonction 
polynomiale du second degré G et nous 
vérifions que cette fonction répond bien 
aux conditions requises. 

 
 
 
2.f. Le triplet  wvu ,,  est une solution du système des trois équations en question si et seulement si la 
fonction polynomiale du second degré définie pour tout réel x par   2xwxvuxH   est telle que pour 

3,2,1i  :   ii baH  . D’après la question précédente, il existe une et une seule fonction polynomiale du 
second degré ayant ces propriétés, c’est la fonction polynomiale du second degré G. Le système d’équations 
a donc un et un seul triplet solution. C’est là une réponse recevable au début de la question posée. 
 
Quant à « expliciter sa solution … », plutôt que de « résoudre » le système d’équations, ce qui est une 
méthode envisageable, nous proposons deux autres méthodes ; au lecteur de choisir la sienne ! 
 
 
Méthode 1. On explicite les coefficients du trinôme du second degré G. 

   
  

 
  

 
  2313

2121
2

3
1232

1313
2

2
3121

3232
2

1 aaaa
aaxaax

b
aaaa

aaxaax
b

aaaa
aaxaax

bxG











  

 

 Coefficient constant : 
 

  
 

  
 

  2313

213

1232

132

3121

321

aaaa
aab

aaaa
aab

aaaa
aab

u








 . 

 

 Coefficient de x  : 
 

  
 

  
 

  2313

213

1232

132

3121

321

aaaa
aab

aaaa
aab

aaaa
aab

v












 . 

 

 Coefficient de 2x  :         2313

3

1232

2

3121

1

aaaa
b

aaaa
b

aaaa
b

w








 . 

 

Ces trois réels forment, dans l’ordre où ils sont cités, le triplet solution attendu dans l’énoncé (attention dans 

l’énoncé au télescopage de notations, la même lettre x étant malencontreusement utilisée avec deux sens 

différents, l’utilisation de la lettre x dans 2.d n’est pas la même que dans 2.f). 
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Méthode 2. Méthode matricielle. 

On remarque  que le système des trois équations à résoudre s’écrit matriciellement : 


































3

2

1

b
b
b

z
y
x

M où M 

désigne la matrice à 3 lignes et 3 colonnes : 

















2

33

2
22

2
11

1
1
1

aa
aa
aa

M  

Le déterminant de cette matrice est 

   211332 aaaaaa   qui est non nul 

car les trois réels 321 ,, aaa  sont supposés 

distincts deux à deux. La matrice M est donc 

une matrice inversible.  

 

Le système admet un et un seul triplet 

solution (nous le savions déjà), donné par la 

relation matricielle : 


































3

2

1
1

b
b
b

M
z
y
x

.  

 

Le calcul effectif est délégué à la calculatrice.  

Les expressions en fonction des ai et bj de x, 

y, z que l’on obtient ainsi sont certes quelque 

peu exotiques … 

 

Le logiciel de calcul formel reconnaît 

toutefois que les expressions obtenues par la 

méthode 1 sont bien identiques aux 

expressions exotiques obtenues par la 

méthode 2 : la réponse « true » garantit 

l’identité des deux expressions dont on teste 

l’égalité. 
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3.a Soit  xPy   l’équation cartésienne de la courbe représentative d’une fonction polynomiale P de degré 
 1n  au plus. La courbe représentative passe par tous les points nMM ,...,1  si et seulement si tout indice i 
de  n...,,2,1  :   ii baP   
 
En s’inspirant de la méthode développée dans la question 2, nous pouvons considérer successivement : 
  

 La fonction polynomiale L1 de degré  1n  définie pour tout réel x par : 

      
    n

n

aaaaaa
axaxax

xL





13121

32
1 ...

...
. Par construction, cette fonction prend la valeur 1 en a1 et 

s’annule pour toutes les autres valeurs naaa ,...,, 32 . 
 

 La fonction polynomiale de degré  1n :       
    n

n

aaaaaa
axaxax

bxLbx





13121

32
111 ...

...
 . Par 

construction, cette fonction prend la valeur b1 en a1 et s’annule pour toutes les autres valeurs 
naaa ,...,, 32 . 

 Pour ni ,...,3,2 , les fonctions polynomiales de degré  1n  Li obtenues à partir de l’expression 
L1 par permutation circulaire des indices (c'est-à-dire que l’on remplace l’indice 1 par i, l’indice 2 
par 1i , …, l’indice 1 in  par n puis l’indice in   par 1, l’indice 1 in  par 2, …, l’indice n 
par 1i . Par construction, Li prend la valeur 1 en ai et s’annule pour tous les autres réels de 
l’ensemble  naa ,...,1

2 
 Pour ni ,...,3,2 , les fonctions ii Lb .  
 Enfin, la somme   nn LbLbLbxG  ...2211  

 
Par construction, G est une fonction polynomiale de degré  1n  au plus, telle que pour tout indice i de 
 n...,,2,1  :   ii baG  . Elle répond aux conditions requises. Sa courbe représentative passe par tous les 
points nMM ,...,1 . 
 
Si une autre fonction polynomiale H de degré  1n  au plus répond aux conditions requises, la fonction 

HG   est une fonction polynomiale de degré  1n  au plus qui s’annule pour n valeurs distinctes. D’après 
le théorème admis, HG   est la fonction nulle et GH   : La fonction que nous avons construite est 
l’unique fonction polynomiale de degré  1n  au plus qui répond aux conditions requises. 
 
 
3.b. Considérons le système formé par les trois premières équations du système à résoudre (gardons en 
réserve la quatrième équation). 

Nous pouvons l’écrire ainsi : 













tzyx
tzyx

tzyx

2793
842  . Il s’agit d’un système du même type que ceux que nous 

avons vus à la question précédente 2.f, avec : tbtbtbaaa 27;8;;3;2;1 321321  . 
 
Il reste à appliquer numériquement les formules que nous avons trouvées précédemment. 
 

                                                      
2 Autrement dit, la permutation circulaire consistant à remplacer l’indice 1 par l’indice 2, l’indice 2 par l’indice 3, …, 
l’indice (n – 1) par l’indice n et l’indice n par l’indice 1 donnera b2 L2, puis la même permutation circulaire appliquée à 
b2 L2 donnera b3 L3, et ainsi de suite jusqu’à l’obtention de bnLn . 
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La résolution de ce système avec ces 
valeurs numériques donne : 
 tztytx 6;11;6  . 
 
La quatrième équation gardée en réserve 
permet de déterminer la valeur de t, en 

l’occurrence : 
6
1

t . 

Le système a pour solution le quadruplet 







 

6
1;1;

6
11;1  

 
 
 
Le quadruplet que nous venons d’obtenir 
s’interprète au sens de la question 3.a.  
 
Il représente en effet le quadruplet des 
coefficients d’une fonction polynomiale du 
troisième degré qui s’annule pour chacune 
des valeurs 1, 2 et 3 et qui prend la valeur 
1 en 4,  la fonction G définie par :  

   1
6

11
6
1 23  xxxxG .  

 
Sa courbe représentative (celle de la 
fonction nommée « f1 » ci-contre) passe 
par quatre points remarquables comme 
l’indique la copie d’écran.  
 




