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f(x)=In(3x*+1)

CORRECTION

PREALABLE:

s f(x)=In(3x*+1)
«Df=[0;+o[
* fest croissante sur [ 0; +oo

- fest dérivable sur [ 0; +o [

PARTIE A

I. Calculons U,

Nous savons que: * U . ,=In(3U% + 1), pour tout n € IN*

Dans ces conditions: U,=In(3 US>+ 1)=In(3x4+1)=In(I3)
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Ainsi: U, = In (13).

2. Emettons des conjectures:

Au vu du graphique, la suite (U ) semble:
- étre croissante sur IN*

- étre convergente et converger vers f = ¢.

3. Montrons par récurrence que pour tout n€IN,2 < U < U, <4
Nous allons montrer par récurrence que:

" pour tout entier natureln. 2<U <U . ,<4"

n+ 1/
Initialisation: Nous savons que U =2 et U =In(i3)
Or: 2<In(3)< 4
Do: 2<U,<U <4

Donc vrai aurang* 0 *.

Hérédité: Supposons que pour un certain entier naturel n,
2<U < U 6 < 4etmontrons qualors 2 < U

+/

Supposons: 2<U < U,
(/)

., < 4, pour un entier naturel n fixé.

Dow: (1) => f(2)<f(U)<f(U )<f(4)

(fest croissante sur [ 0; +wo[)
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= In(B)<U_ ,<U

n+

, <In(49)
= 2<in(B)<U, <U, , <In(49)<4

=> zs un+l's un+2.'s 4

Conclusion: Pour tout entier natureln,2 < U < U <4

4. Déduisons-en que la suite (U ) est convergente:

D'apres la question précédente: 2<U < U , , <4
u.,=u (U ) est croissante sur IN
25U <sU, <4 <= <> :
u<ég (U ) est majorée par M= 4
Or d'aprés le cours, toute suite croissante et majorée est convergente.
Donc ici: la suite (U,) est convergente.
PARTIE B
PREALABLE:
- f est Ia limite de Ia suite (U,)

*g(x)=In(3x*+1)-x (In(U)+V)

«Dg=[0;+
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* g dérivable sur [ 0; +o [.
I. Calculons g' sur Dg:

Pour tout x E[ 0,4+ [: g'(x)=

ox

)
-1 <£+V’>
3xz+ 1 u

B -3x*+6x-1

3x%2+ 1

Pour tout x € [ 0; + [, nous avons donc bien: g’ (x)=

-3x*+6x-1

3x2+ 1

2. Montrons que * g * est strictement décroissante sur [ 2; 4 ):

Sur[0;4+o[: 3x*+1>0.

Donc le signe de g’ dépend uniquement du signe de * - 3x* + 6x - | *

Or: -3x246x-1=-3x(x-x)x(x-x,) (A=2V6)

- x-(

6

) - —

3

()

D'ou le tableau de signes de* g’ * sur [ 0; +oo [:

+00

9’ (x) - 0
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5
Comme l'intervalle [ 2, 4] C [ x, ; +o [, nous pouvons conclure que: Ia

fonction g est bien strictement décroissante sur [ 2; 4}

3. a Montrons que g (x) = 0 admet une unique solution* t *sur[ 2; 4]

Nous allons appliquer le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires
pour répondre a cette question.

D'apreés le corollaire du TVI: Soit f une fonction continue et strictement

monotone sur I =[a,bJouI=]a;b[(a<b) Pour tout réel k compris
entre f(a) et f(b), Péquation f (x) = k admet une unique solution dans I.

Ici: * g est continue sur [ 0; 4+ [, donc sur [ 2, 4],

«"k=0"est compris entre: g (4)=In(49)-4<0

et: g(2)=In(13)-2>0,

* g est strictement décroissante sur [ 2; ¢}

Ainsi, d'apres le corollaire du TVI, 'équation g (x) = 0 ( k = 0 ) admet bien
une unique solution ot appartenant a [ 2; 4]

Au total, g (x) = 0 admet bien une unique solution ot sur [ 2; 4]

3. b. Donnons Ia valeur de Ot:

La valeur arrondie a 10 prés est: O =~ 3,78,
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