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ff ( xx ) = 5 ln ( xx 2 + 1 ) - 3 xx

PRÉALABLE:

• ff ( xx ) = 5 ln ( xx 2 + 1 ) - 3 xx  ( 5 x ln ( U ) + V )

•   ff = ¨

• Tff  = tangente à ��ff au point A ( 1 ; ff ( 1 ) ).

1. Conjecturons les intervalles sur lesquels ff semble convexe ou concave:

D’après la représentation graphique de la fonction f f :

	 • ff semble être convexe sur ] -  ; 1 ]

	 • ff semble être concave sur [ 1 ; +   [.

2. Déterminons, en justifiant, la limite de ff en -  :

  lim 
xx g - 

ff ( xx ) =   lim 
x g - 

ln ( x 2 + 1 ) -   lim 
x g - 

3 x

	 = +   - ( -   )

	 = +   + + 
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	 = +   .

En effet:  •   lim 
x g - 

ln ( x 2 + 1 ) =   lim 
X g + 

X = + 

	 •   lim 
x g - 

3 x = 3 x   lim 
x g - 

x = -  .

Ainsi la limite de la fonction ff en -   est:  +  .

3. a. Montrons l’égalité demandée pour tout xx > 0:

Pour tout xx > 0:  A = x  10 
ln x

x
 - 3  + 5 ln  1 + 

1

x 2
 

	 = 10 ln ( x ) - 3 x + 5 ln  
x 2 + 1

x 2
 

	 = 10 ln ( x ) + 5 ln ( x 2 + 1 ) - 5 ln ( x 2 ) - 3 x

	 = 5 ln ( x 2 ) - 5 ln ( x 2 ) + 5 ln ( xx 2 + 1 ) - 3 xx

	 = ff ( xx ).

Pour tout xx > 0, l’égalité demandée est bien vérifiée.

3. b. Déterminons la limite de ff en +  :

  lim 
xx g + 

ff ( xx ) =   lim 
x g + 

x x  10 
ln x

x
 - 3  + 5 x    lim 

x g + 
ln  1 + 

1

x 2
  .
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Or:  •   lim 

x g + 

1

x 2
 = 0

	 •   lim 
x g + 

ln x

x
 = 0.

Dans ces conditions:    lim 
xx g + 

ff ( xx ) =   lim 
x g + 

x x ( 10 x 0 - 3 ) + 5 x   lim 
x g + 

ln ( 1 + 0 )

	 =   lim 
x g + 

- 3 x

	 = -   .

Ainsi la limite de la fonction ff en +    est:  -   .

4. a. Calculons ff  ’ sur   ff  :

f est dérivable sur ¨, par conséquent:

	 f  	 f  ’ ( xx ) = 5 x  
2 x

x 2 + 1
  - 3       5 x  

U ’

U
  + V ’ 

	 = 
10 x

x 2 + 1
 - 

3 x ( x 2 + 1 )

( x 2 + 1 )

	 = 
- 3 xx 2 + 10 xx - 3

xx 2 + 1
 .
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Pour tout xx ıı ¨, nous avons donc bien:  ff  ’ ( xx ) = 

- 3 xx 2 + 10 xx - 3

xx 2 + 1
 .

4. b. Étudions les variations de ff sur ¨:

Préalablement notons que:  - 3 xx 2 + 10 xx - 3 = - 3  xx - 
1

3
  ( xx - 3 ).

D’où le tableau des variations de ff sur ¨, sachant que xx 2 + 1 > 0:

xx -  	
1

3
	 3	 + 

f f ’ ( xx ) 	 -	 0	 +	 0	 -

f f ( xx )

a	

ff   
1

3
 

	 ff ( 3 )	

- 

Ainsi:  • ff est décroissante sur  -   ; 
1

3
  � [ 3 ; +   [

	 • ff est croissante sur  
1

3
 ; 3  .

5. a. Validons ou rejetons la conjecture de la question 1.:

D’après l’énoncé:  f  f  ’’ ( xx ) = 
- 10 xx 2 + 10

( xx 2 + 1 ) 2
 .
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Et d’après le cours:  • ff est concave sur  ssi ff ’’ ( xx ) ≤ 0 pour tout xx ıı 

	 • ff est convexe sur  ssi ff ’’ ( xx ) ≥ 0 pour tout xx ıı .

Or, sachant que ( xx 2 + 1 ) 2 > 0, nous avons:

• f  f  ’’ ( xx ) ≥ 0  ssi  - 10 xx 2 + 10 ≥ 0  cad ssi  xx ı ı [ - 1 ; 1 ]

• f  f  ’’ ( xx ) ≤ 0  ssi  - 10 xx 2 + 10 ≤ 0  cad ssi  xx ı ı ] -   ; -1 ] � [ 1 ; +   [.

Au total:  • ff est convexe sur [ - 1 ; 1 ]

	 • ff est concave sur ] -   ; -1 ] � [ 1 ; +   [.

Ainsi, cela permet donc de rejeter la conjecture formulée en 1.

5. b. Déterminons l’équation réduite de Tf  f  :

L’équation réduite de Tff  s’écrit:

	 y = ff  ’ ( xxA ) x ( xx - xxA ) + ff ( xxA ).

Or:  • xxA = 1

	 • ff ( xxA ) = 5 ln ( 2 ) - 3

	 • f  f  ’ ( xxA ) = 2.

Ainsi l’équation réduite de Tff  s’écrit:  y = 2 ( xx - 1 ) - 3 + 5 ln ( 2 )

	 = 2 xx - 5 + 5 ln ( 2 ).
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5. c. Déduisons-en que l’inégalité demandée est bien vérifiée:

Ici xx ≥ 1. Dans cet intervalle [ 1 ; +   [, ff est concave.

��ff est donc au-dessous de toutes ses tangentes et, en particulier, 
au-dessous de Tf f .

Dans ces conditions, pour tout x ı [ 1 ; +   [, nous pouvons écrire:

	 5 x ln ( x 2 + 1 ) - 3 x ≤ 2 x - 5 + 5 ln ( 2 )

	 <=>   5 x ln ( x 2 + 1 ) ≤ 2 x + 3 x - 5 + 5 ln ( 2 )

	 cad  ln ( xx 2 + 1 ) ≤ xx + ln ( 2 ) - 1.

Au total pour tout xx ı ı [ 1 ; +   [, on a bien:  ln ( xx 2 + 1 ) ≤ xx + ln ( 2 ) - 1.




