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g (x) = x cos (x) - sin (x)

CORRECTION

l.a Montrons que sur [0, 2T}, g' (x) = - x Sin (x):

» PREALABLE:

‘0

~§ * g (x) = x cos (x) - sin (x)
£

§ +Dg=[0;27T)

g 4

2 - g est dérivable sur Dg.
:

€

Dans ces conditions pour tout x €[ 0, 2T J:

9" (x)=[ () x(cos (x))+ (x)x(-sin(x))]- cos (x)
= coS (x) - x sin (x) - cos (x)

= - x Sin (x).

Ainsi sur [ 0, 2T ), nous avons bien: g’ (x) = -x sin (x).

I. b. Justifions chacun des éléments du tableau de variations:

» Sens de variation de la fonction g:
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*g'(x)20 ssi xsin(x)<0 cad ssi sin(x)<0 ouencorex€[ T, 2T),

*g' (x)<0 ssi xsin(x)>0 cad ssi sin(x)>0 ouencorex€[0;T].

Ainsi: + g est croissante sur [ TT; 2T ]

- g est décroissante sur [ 0; T ).

* Les limites de la fonctiongen*0"et en® 2T *:

e lim g(x)=g(0)=0xcos (0)-sin(0)=0,
x->0

e lim g(x)=g(2MT)=2T x cos (2T) - sin (2T)
xX->2T

=2Mx /-0

=2T.

Ainsi les limites de g en 0 et en 2T sont respectivement: 0 et 2T.

«g(M)=T xcos(M)-sin(M)=T x(-1)-0=-T.

Nous venons de justifier tous les éléments qui figurent dans le tableau

I. c. Montrons que g (x) = 0 admet une unique solution * o * sur [ T , 27T ]:

Nous allons appliquer le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires
pour répondre a cette question.
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D'apres le corollaire du TVI: Soit f une fonction continue et sn‘r‘ici-emem':3
monotone sur I =[a;b)JouI=)a;b[(a<b) Pour tout réel k compris
entre f (a) et £ (b), 'équation f (x) = k admet une unique solution dans I.

Ici: g est continue sur [ 0; 2T ), donc sur [ T, 2T ],
*"k=0"est comprisentre: g(M)=-M<0
et: g(2M)=2T >0,

* g est strictement croissante sur [ T ; 2T ].

Ainsi, d'apres le corollaire du TVI, 'équation g (x) = 0 ( k = 0 ) admet bien
une unique solution ot appartenant a [ ;2T )

Au total, g (x) = 0 admet bien une unique solution ot sur [ T ; 2T ).

I. d. Déduisons-en le tableau de signes de * g * sur [ 0; 2T }.

Compte tenu de ce que nous avons appris via les questions précédentes,
le tableau de signes de Ia fonction g est:

x 0 o 2T
signedeg | 0 - 0 +
. ) g (x)
2. a Montrons que pour tout x €] 0, 2T ), f’ (x) = ;
x2.
. na sin (x)
D'aprés 'énoncé: f(x)= , pour tout x]0, 2T ).
X
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9

fest dérivable sur]0; 2T ], par conséquent:

f,(x)_cos(x)Xx-sin(x)xl (U’xV-UxV’)

V2%

xl

x coS (x) - sin (x)

x2.
_g9(x)
= ” .
ini . o, g (x)
Ainsi pour tout x €] 0; 2T ], nous avons bien: f’(x)= :
x2.

2. b. Etudions le signe de f’ sur)0; 2T }:
Sur]0;2T) x*>0.
Donc le signe de f? dépend uniquement du signe de* g *.
Or, d'aprés le tableau de signes de * g *, nous avons:
*g(x)<0sur]0;a]

*g(x)>0sur[ot; 2T ].

Dod: f'(x)>0 sur [o;2T)

f'(x)<0 sur ]0;a]
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2. c. Déduisons-en le sens de variation de f sur)0; 21T J.

Compte tenu de la question précédente: - f est décroissante sur]0; o]

* f est croissante sur [ &¢; 2T ]
2. d. Déterminons Ia limite de f en 0*:
Nous avons: sin (x) - sin (0) = sin (x) = f(x)
x-0 X
) _sin (0
Or, d'apres le cours: lim sin (x) - sin (0) = sin’ (0).
x-0 x-0
Doz lim f(x)=sin' (0)=cos (0)=1.
x-0*
Ainsi:  lim f(x)= 1
x-0*
r sin(r)
3. Montrons que — < ;
s Sin(s)

Nous savons que: *0<r<s<T

sin (x)

«f(x)= est strictement décroissante sur]0; T [.

X

Sur]0; T [, nous pouvons donc écrire:
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O<r<s<T => f(r)>f(s)

CQFD!

freemaths fr + Mathématiques

=>

sin(r) sin(s)

>
r S

r sin(r)
< .

s sin(s)
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