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PROBLEME ( 11 points )

Microéconomie, 12 édition - Alain Piller
freemaths fr: Fonctions, Intégrales, T. S

Partie A: ReceHe et Elasticité

P
p- 120

I. Vérifions que pour tout entier naturel p €[ 30; /119), E (p)=
e lcii  f(p)= 2400 - 20p

° Df=[30, //9].

f est dérivable sur IR comme fonction polynéme, donc dérivable sur [ 30; 119 ).
Ainsi, nous pouvons calculer f* pour tout p € [ 30; /119].

Pour tout p €[ 30;119). f’(p)=-20.

pxf’(p) <> E(p)= p x (-20)

 Dans ces conditions: E (p)=
f(p) 2.400-20p

-2xp

<=> E (p):
240-2p

p

=> E( ): )
P p- 120

avec. p#120carp€[30,19).

Au total, pour tout p € [30; 19 E (p)=—P .
p-120
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2. Déterminons les prix p pour lesquels la demande est élastique:
La demande est élastique si E (p) < -1.

Dans ces conditions: E (p)<-1 <=> P <-
p-120

<=> p>-p+120 car: p€E[30,/9]
<=> 2.p>/2.0
=> p>060 cad: p€]J60,; 119].

Au total, la demande est élastique si les prix p sont tels que: p €]60; 119].

3. Calculons la recette mensuelle maximale:

La recette mensuelle R (p) est maximale lorsque: E (p)=-1.

Or: E(p)=-1 ssi P =-l cad: p=60%€.
p- 120

Dans ces conditions: Rpay (P)=060 x (2400 - 20 x (&0) )
cad: Rpax (P)=72000 €.

Au total, la recette mensuelle maximale est de: 72.000 €.

4. Retrouvons le résuttat précédent en étudiant la fonction R (p) sur [ 30; 119
* Calcul de R’:
lci: *R(p)=pxf(p) <= R(p)=-20p*+2400p
*DR=1[30;119].

R est dérivable sur IR comme fonction polyndme, donc dérivable sur [ 30; 119 ].

Ainsi, nous pouvons calculer R’ pour tout p € [ 30; 119].
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Pour tout p €[ 30;19]): R’(p)=-40p + 2 400.

* Tableau de variation de R:
Nous allons distinguer 3 cas, pour tout p €[ 30; 119].
*l*cas: R’(p)=0.

R’(p)=0 <=> -40p+2400=0 => p=060%€.

o2 cas: R’(p)<0.

R’(p)<0 <=> -40p+2400<0 => p>60€ ou p€JGO; 119].

e 3™ cas: R’(p)>0.

R’(p)>0 <=> -40p+2400>0 => p<60€ ou p€E[30;60][.

Ainsi: ¢ R est croissante sur [ 30; 60 ].

* R est décroissante sur [ 60; 119].

Nous pouvons dresser alors le tableau de variation suivant:

Avec: *a=R(30) => a=54000€,
eb=R(60) = b=72000€,

ec=R(I9) = c=2380€.
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« Déduisons-en alors R pax:
La fonction R(p) atteint un maximum en: p=60€.
Dans ces conditions: R (60)= b= 72000€.

Au total, nous avons bien. R pay (P)= 72.000€.

Partie B: Etude d’un cas particulier

|. a Etudions les variations de f sur [ /; 4 [:
* Calcul de f:
lci: o f(x)=(2x+ 10) e %5~

e Df=[1;+4x[.

Posons: f=f xf,, avec: f,(x)=2x+ 10 et f (x)=e0%"
f, est dérivable sur IR comme fonction polyndme, donc dérivable sur [ /; +o [.

f, est dérivable sur IR comme fonction " exponentielle ", donc dérivable
sur [ /;+o [.

Donc, f est dérivable sur [ I+ [ comme produit (f,x f,) de 2 fonctions
dérivables sur [ /;+» [.

Ainsi, nous pouvons calculer f’ pour tout x € [ /; + [.
Pour tout x €[ I;4 [1 f7(x)=2 x€%%+ (2x+ 10) x (-0, 5€%%%)

= f’(x)=-x e0%°*-3e0°x

* Tableau de variation de f:
Pour tout x E[ I;+o [0 f(x)=(-x-3)xe%%* <0, sur R: e%5>0.
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Ainsi:  f est strictement décroissante sur [ /; +x [.

Nous pouvons dresser alors le tableau de variation suivant:

X / 400
r -
d
f \
e
12

Avec: od=f(l) = d=—,

eO,5

ee= lim f(x) = e=? (voir question suivante)
X =40

I b. - Déterminons Ia limite de f en +:

im  flx)= fm X+
X >4 x—>+40 %%

= 0, d'apres le Théoréme des Croissances Comparées.
[ En 4+, exponentielle croit plus vite que polynome ).

« En quoi ce résultat est-il cohérent ?
Cela est cohérent car signifie que lorsque le prix du produit informatique
tend vers linfini, alors la demande hebdomadaire sur ce produit sera nulle.

[ En bref, si le prix du bien est exorbitant, plus personne ne 'achéteral].

. c. Déterminons le prix de ce produit informatique a P'euro prés pour que la
recette soit maximale:

lci: * R(x)=xxf(x) <= R(x)=(2x*+ I0x) &5
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eDR=[1,+x[.

Posons: R=R,xR,, avec: R, (x)=2x*+I0x et R, (x)=e%
R, est dérivable sur IR comme fonction polyndme, donc dérivable sur [ 1; + [.

R, est dérivable sur IR comme fonction" exponentielle ", donc dérivable
sur[ /;+o [.

Donc, R est dérivable sur [ /; -+ [ comme produit (R, x R,) de 2 fonctions
dérivables sur [ /; + [.

Ainsi, nous pouvons calculer R’ pour tout x € [ /; 4+ [.
Pour tout x E[ /; 4+ [ R’(x)=(4x+ I0) x €%°* + (2x*+ I0x) x (-0, 5€05%)
=> R’(x)=(-x*-x+10)x e
D'aprés le cours, le maximum de la fonction R vérifie les deux conditions
suivantes: * R’(x)=0
* R”’(x) < 0, en ce point.

*R’(x)=0 <=> -x*-x+10=0 car: pour tout x € IR, e%°*> Q.

Soit léquation -x*-x+ 10 = 0.
A= 41> 0, dou 2 solutions dans IR.

-V

X’ = <=> x’='/+m6[l;+oo[
- y2
x),v:/'t\/m <=> x”=-,-Tmz[/}+°°[-
-1+Vd4l

Par conséquent, nous retiendrons: x’ =

2
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° R»(x)) < O ?
R”(x)=(-2x- 1) x %% 4 (-x%-x+ 10) X (-0, 5€705%)

xz 3

— 9 —_ (Y -0,5x
= R (x)_(z 2_x o)e (1).
En remplagant " x " par " '+T‘/m " dans (1), on obtient bien: R’ (x’)<O.
Au total, le prix recherché est: p* = ";_‘/_ cad: p* = 3€.
2. a Veérifions que pour tout x > I, E (x)_ -x” 3“‘;‘ et donnons le signe
de cette expression:
Nous savons que: E (x)= d xf’(x)

f(x)

xX(-x-3)eos
(2x + 10) 05>

Dou ici: E (x)=

-x%-3x
(2x + 10) e%5*

= E(x)= » pour tout x €[ /; 4+ [.

-x%-3x

Au total, pour tout x > I. « E (x)= (Zx+10) &0’

*E(x)<0O.

2. b. Calculons une valeur approchee du taux de variation de la demande
lorsque le prix passe de 1000€ a 10/0€:

Lorsque le prix passe de 1000€ a 10/0€, cela correspond a une hausse
de 1% de ce prix.

Dans ces conditions, une valeur approchée du taux de variation de la
demande est: E (10).
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-10%2-3x 10

OZ / =
r B0 =0+ 10

= E (I0)~ -4,33.

Ainsi, une valeur approchée du taux de variation de la demande est d'environ:
-4,33%.

Donc une hausse des prix de 1% induit une baisse de la demande de 4, 33%.

2. c. Résolvons 'équation E (x) = -3, I5 et interprétons le résultat:

_ o =X*-3x _
E(x)=-3 15 <= 2310 3,15

<=> -x*-3x=-6,30x-31,5
<=> -x*+3,3x+31,5=0.

A= (11,7)*> 0, dou 2 solutions dans IR.

x’='3'3—'2”’7 <= X’=7,5€[],40[
x”=-3’3;—”’7 <=> x”:-t},ZZ[I;+oo [.

Par conséquent, nous retiendrons: x’=7,5%€.
Autotal: E(x)=-3,15 ssi x=7,5€

Cela signifie que si le prix est de 7,5€, E (x)=-3, 15 < 0 et par conséquent
la demande est élastique.

2. d. Pour quels prix la demande de ce produit informatique est-elle peu
élastique ?
Donc la demande est peu élastique ssi: - | < E (x) < 0.

-x%-3x

2x+ 10
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-l<E(x)<0 <= -I<




<= -2x-10<-x*-3x<0

<=> -x*-3x>-2x-10 et -x*-3x<0.

e L'inéquation - x - 3x < 0 est toujours vérifiée car x €[ /; += [.
* Résolvons linéquation: - x*-3x>-2x- 0.
-x%-3x>-2x-10 <= -x*-x+10>0.

Nous savons, d'apres Partie B, 2., que 'équation - x*-x+ 10=10

Rk Y L L]
X = .

admet 2 solutions: =
10 X ?- 2

Seule la solution x’ sera retenue car x’” £ [ 1; +oo.

Au total: la demande de ce produit informatique est peu élastique si le prix

du produit appartient a [ /;- l+2-\/TI [

Partie C: Etude théorique

I. a Calculons P'élasticité de f(x)= x",avecnENetn I

=> Ef(x)=n> |, pour tout x €]0; + [.

Par conséquent: Ef(x)=n cad: Eg(x)= constante, avecn> /.

I. b. Calculons Pélasticité de la fonction exponentielle sur]0; + [:

x Xf’(x) xXxe* i
Ef(x)= 7 <=> Ef(x)= e , avec: f(x)=e
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10
=> Ef(x)zx,POuf'"'Oﬁd'xE]o, 0 [

Par conséquent: Ef(x)=1x, quand: f (x)=e”*.

2. a Montrons que pour tout x >0, E, x f(x)=E g (x).

Soit la fonction: g =M x f, pour tout x > 0.

_xxg’(x) 3 _xx(?bxf’(x))
Ea(x)_ g (x) = Eg(x)_ A X f(x)
x X f7(x)

<=> Eg (x)= Ef(x).

Au total, nous avons bien: Ej, x f(x)= E¢(x), pour tout x > 0.

2. b. Montrons que pour tout x > 0, Efxg(x)=Ef(x)+Eg(x)

xX(fxg) (x) xx(f’(x)g(x)+f(x)g’(x))
(fxg)(x) f(x)xg(x)

xXf’(x)g (x)+ xXf(x)g’(x)
f(x)xg(x) f(x)xg(x)

Efxg(x)=

<=> Efxg (x):

x ><f’(x)+ xxg’(x)
S (x) g (x)

=> Efxg(X).—_

<=> EfXQ (x)= Ef(X)+ Eg (x).

Au total, nous avons bien: Efx g (x)= Ef(x) + Eg (x), pour tout x > 0.
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]
2. c. Montrons que pour tout x > 0, Ef (x)= Ef (x)- E9 (x):

9
’ xx[f(x)g(x)-f(x)g’(x)]
xx(z) (x) 5
9 [g9(x)]
Ef(.Xf): f <=> Ef(x)z f( )
J L X
9 (é) (x) 9 w
xx(f(x)g(x)-xx(f(x)g’(x))
<=> Ef (x):
3 g(x)xf(x)
o E o )_xxf’(x) xxg’(x)
= YT T g (x)
<=> Ef (x)= Ef(x) - Eg (x).
g
Au total, nous avons bien: Ef (x)= Ef(x) - Eg (x), pour tout x > 0.
g
3. Déterminons I'élasticité deh(x)=2.0;72e ,Sur]0; +o [:

Soient: f(x)=2017 e* et g(x)=x?*, pour tout x €] 0; + [.

Ep(x)= Ef(x) - Eg (x).

x X f’(x) x x (2017 e¥)
Or: o = = =
S AT AT
=> Ef(x)=x. (prévisible grace I.b)
xxg’(x) x x(2x)
J Eg (x)= 3(x) <=> Eg (x)= 2

=> Eg(x)=2. (prévisible grace I.a)
En définitive: Ep (x)=Ef(x)- Eg(x) cad: Ep(x)=x-2.
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n
EXERCICE: Vrai ou Faux ? (9 points)

I. C'est faux.
Pour le justifier, nous allons prendre un contre-exemple.

Soient f et g, deux fonctions définies sur IR comme suit:

-3
f(x)-x2+7+2-
y
[ ] P 2
g(x) x2+7+

Nous avons: ¢ pour tout réel x: g(x)= f(x),

e pour tout réel x: lim f(x)=2, car: lim ;3 =0.
X > 400 x40 X"+ 7

Et pourtant, en prenant x=0: g(0)=2- ?, <2

Donc l'affirmation est fausse.

2. C'est faux.
Soit 'événement H=" arriver a 'heure "
L'événement H=(HNA)U(HNB)U(HNC)U(HND).
Dow: P(H)=P(HNA)+P(HNB)+P(HNC)+P(HND)

=P4 (H)xP(A)+Pg(H)xP(B)+P.(H)xP(C)
+Pp (H)xP (D).

- NG AWE AW 3
Ainsi: P(H)—(ZOX3>+<,OX4>+(5XIZ)+<IXIZ>’

. .11 1
car: P(D)=1 379 .
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. _ I3 _ 1,31
Autotal: P(H)= 20- 12 > 7
Donc l'affirmation est fausse.
3.Clest vrai.

Pour le justifier, nous allons dresser un tableau.

valeur de n valeur de k valeur de A
6 / 0+l=l
/

6 2 1_3
I+2 2

6 3 3.1_1
2736

6 4 n,1_25
6 4 12

12 5 60

6 6 Br 1_4%9
60 6 20

Puis Palgorithme affecte d A, la valeur n A cad ici: 6 x % =14,7.

Donc l'affirmation est vraie.

4 Clest vrai.
Pour le justifier, nous allons montrer 2. choses:
a ¢ les points A, B et D sont alignés,

b « les droites (AB) et (CD) sont perpendiculaires.
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4
Q Les points A, B et D sont alignés ssi les vecteurs AB et AD sont colinéaires.

w7\ (1
Or- AB_<_7>e+AD_<_I)

Ici, les vecteurs AB et AD sont colinéaires car: AB = 7. AD.

Donc les points A, B et D sont bien alignés.

b. Les droites (AB) et (CD) sont perpendiculaires ssi: AB . CD = 0.

Cxm (7 A_(2)
or: AB_<_7> et co-(z)
Dou: AB.CD=(7x2)+(-7x2) = AB.CD=0.

Donc les droites (AB) et (CD) sont bien perpendiculaires.

Au total: D est le point d'intersection de la droite (AB) et de la perpendicu-
laire a cette droite passant par C.

Donc l'affirmation est vraie.

5. Cest vrai.

Pour le justifier, nous allons utiliser la formule: cos” x + sin> x = |.

Icii cos*x +sin*x=1 <=> (2 +4\/7'> + sin? (%) =

<=> sin* ( ) (2-"‘\/_)
()
o (B8 () T

2 8

<=> Sin*

2-V2
Y
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‘l 2.

Nous retiendrons: sin ( 8) car Sin (8) >0
Donc l'affirmation est vraie.

6.Clest vrai.
Pour le justifier, nous allons avoir recours a une démonstration par récurrence.
Nous allons montrer par récurrence que:

" pour tout entier natureln> I U = lb (Z’) +4n-10"
Initialisation: U, = é U+2x1-1, avec: U =2.
Doa: U,=2.
/ 2
Bt U= /e<£> F4x2-0=2.

Donc vrai aurang " 2"
Hérédité: Soit n € IN, avec n> I, supposons U = 16 (2—/_) +4n-10

n+1
et montrons qu'alors: u., =1 (%) +4(n+1)-10.

Supposons: U = lo (EI) + 4n- 10, pour un entier naturel nfixé (n> 1).
(/)

n+/
(= Lu =/6<—’> +2n-5
2 2
n+/
=> —’u+(2_n-l)=/6(—’) +2n-5+(2n-1)
2 2
/ n+/
=> u"'”:/é(i) +4n-6
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, 6

= U = Ié(i) +4(n+1)-10.

Conclusion: Pour tout entier naturel n> 1, nous avons: U = 16 (5/.) + 4n-10.

Donc l'affirmation est vraie.
7. C'est faux
Soient les événements: C= " aHeindre la cible”, et C =" ne pas

atteindre la cible ",
On désigne par X le nombre de fois ol la cible est atteinte sur n lancers.

Nous sommes en présence de n épreuves aléatoires identiques et
indépendantes.

La variable aléatoire discréte X représentant le nombre de réalisations de C

suit donc une loi bindmiale de paramétres: n>0 et p= z

5

Et nous pouvons noter: X ~» B (n ; %)

En fait, on répéte n fois un schéma de Bernoulli
Dans ces conditions, il S'agit de calculer: P (X =1).

Or: P(X=>1N)=1-P(X=0)

Q)EY (3]

= P(X> /)= /-(2)".

On

Prenons le cas olt: n= 10.
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Si n= 0 P(X>I)=I-<%)m == P(X> /)~ 0,99%9.

Or: 0,9939 < 0, 999.

Donc l'affirmation est fausse.

8. Cest faux
Soit léquation: 2mx*+ (4m+ ) x+2=0 (/).
A=4m+ 1N*-4x2mx2 <= A=Ilom*-8m+ |.

Or, nous pouvons remarquer que: lom*-8m+ |=(4m- I)*.

Distinguons 2 cas:

esiym-1#0 cad m:t—Ll},

admet 2. solutions distinctes.

alors A > 0 et par conséquent 'équation (1)

eSiym-1=0 cad m= —4, alors A = 0 et par conséquent I'équation (1)

Z_

] -2.

admet une solution double: x’ =x’’ =

Donc pas toujours 2. solutions distinctes.

Donc l'affirmation est fausse.

10. C'est faux

Soit X la variable aléatoire égale au nombre de tirages nécessaires pour
vider l'urne U de toutes ses boules.

Les valeurs que peut prendre lav.a Xsont: {1,2,3}.

* P(X=1)= P (tirer la boule * 1" au premier tirage) => P (X = /)=3'.
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* P(X=2)=[P (tirer la boule " 2." au premier tirage)

X P (tirer la boule " 1" au second tirage)]
+ [ P (tirer la boule " 3 " au premier tirage)

X P (tirer la boule " | " au second tirage) ]

/ [ | /
=|=x1 —X=| = = = —.
[3x ]+[3xz] > P(X=2) 7
* P(X=23)=P (tirer la boule " 3 " au premier tirage)
X P (tirer la boule " 2. " au second tirage)

X P (tirer la boule " 1" au troisiéme tirage)

/ / /
=—X—X1/ = =3)=—.
3XZX > P (X=23) Z

Dot la loi de probabilité de la v. a. X est:

X=x / 2 3
/ / /
Px==x) 3 Z 3

vl

o
Nous pouvons remarquer que: 3 + 7 + Z

tons: E(x)=(1x AW
Dans ces conditions: E(X)_</x3 +(2x2)+<3x6)

cad: E (X)='3’<z.

Donc l'affirmation est fausse.
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