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Exercice 1 : Produits continués

Pour toute suite (ag) ey d’'entiers supérieurs ou égaux a 2, on appelle suite des produits continués associée
a (ay) ren la suite de réels (uy),en définie par uy =1 et, pour tout n =0,

1
un+1:un><(l——).
ap

1 1 1
Ainsi, on a par exemple us = (1 - —) (1 — —) (1 - —) et plus généralement, pour tout entier n =1,
ap a az

-2 )

n—1
1
Ce produit de n facteurs se note aussi u, = l_[ (1 - —)
k=0

Partie 1 : Préliminaires

1) Soit (ag)ken une suite d’entiers supérieurs ou égaux a 2 et (uy)en la suite des produits continués
associée a (ag) pen-
Démontrer que la suite (u,),en converge vers un réel de [0; 11.

Dans tout l'exercice, si (ax)xen €St une suite d’entiers supérieurs ou égaux a 2, on note Poo((ak) keN) la
limite de la suite (1) en des produits continués associée a (ag) ken-

On remarquera qu'il s’agit de la limite d'une suite de produits dont la convergence a été prouvée a la

question 1). Ainsi,
X 1 1 1
Poo((@r) ken) = lim ((1——)(1——)--~(1— ))
n—+00 ap a an-1
n—1 1
nLlez,o(,}]O(l k))

2) Démontrer que Poo( (k+2)ken) = 0, C'est-a-dire que

s -2

3) Déterminer la valeur de Poo(((k+2)%), .y )-

4) Soit x # 1 un réel. On considere la suite (v,),en définie par vy =1 et, pour tout n = 0, par

s = (14227,

Ainsi pour tout entier n =1,
n-1
vp = (1 2) (1 2%) (L ) (14 2%) o (14 x270).
Démontrer que, pour tout entier n =0,

1-x@"

Uy =
1—x

5) Soit g =1 un entier. A l’aide de la question 4), déterminer la valeur de Py, ((q(zk) + l)k N).
€

-



Partie 2 : Existence par algorithme glouton

Dans cette partie, on fixe un réel £ € [0; 1[. On cherche a déterminer une suite (ay) ey d’ entiers supérieurs
ou égaux a 2 telle que
¢ = Poo((ar) ken)-
On envisage la méthode suivante :
1) - ~
e écrire ¢ = (1 - —) ¢ ou a est le plus petit entier supérieur ou égal a 2 tel que £ € [0;1[;
a
o itérer le procédé sur /.
Le reste de la partie est consacré a la formalisation de cette méthode.

Pour tout réel ¢, on note | ¢] la partie entiere de t, c’est-a-dire I'unique entier relatif m tel que m< t < m+1.

1
6) Soit x € [0;1[. Démontrer que I'entier a = L—J + 1 vérifie les inégalités

1 1
az2 et 1-——<x<1—-—.
a—1 a

On définit désormais deux suites (xi)xen €t (@x)ken par Xp = ¢ et, pour tout entier k =0,

Xk

1
ap = +1 et x =—.
ag

On ne demande pas de justifier que ces deux suites sont bien définies, ce qui résulte de la question 6) et
d’un raisonnement par récurrence : pour tout entier k = 0, I'entier a; est supérieur ou égal a 2 et x; est un
réel de [0;1].

7) Soit k =0 un entier. Démontrer que ay.1 —1 = (ay — 12

8) Conclure que ¢ = Poo((ar) ken)-

Partie 3 : Unicité et cas critique

Dans cette partie, on fixe un réel ¢ € [0;1].

9) Existe-t-il une unique suite (ay)xen d’entiers supérieurs ou égaux a 2 telle que ¢ = Poo((ak)ke,\,)?

10) Démontrer qu’il existe une unique suite (ap)ren d’entiers supérieurs ou égaux a 2 telle que
¢ = Poo((ar) ken) et vérifiant, pour tout entier k > 0, I'inégalité ag,1 — 1= (ax — )%

On note désormais (ay)xen I'unique suite vérifiant les conditions de la question 10).

11) Démontrer que, s'il existe un rang ko tel que a1 —1 = (ak—l)2 pour tout k = ko, alors ¢ est rationnel.

12) Démontrer que, si ¢ est rationnel, alors il existe un rang ko tel que, pour tout k = ky,

aps1— 1= (ap— 1>
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Exercice 2 : Sommes consécutives signées
Partie 1 : Introduction

On écrit au tableau un certain nombre de puissances troisiemes (aussi appelées cubes) d’entiers successifs
en partant de 1, par exemple

1222 33 48 52 6 7?8 9 o100 11® 128 13 143 158
Puis on ajoute un signe + ou un signe — devant chacun de ces nombres, par exemple
+13+23+3-4345° 63 -7+ 82+ 93— 10° + 113 + 128 - 13 +14% - 15°

Une expression de cette forme sera appelée somme de cubes consécutifs signés a partir de 1.

Sur I'exemple ci-dessus, la somme vaut 10 et on constate ainsi que 10 s’écrit comme somme de cubes
consécutifs signés a partir de 1.

Apres quelques essais, on obtient

1=+1°
2=-13-28433 -4 53163+ 7°-8%+9%-10°-113+128
3=-13-22-33-43 53165 -7 -8 +9*+10°-113-12% +133
4=-13-28433+43-534+65+7°-83

5=-13+28+3% 43415863+ 73 48393

6=+13-234334+43 53463 +73-83
Ainsi, chacun des entiers de 1 a 6 s’écrit comme somme de cubes consécutifs signés a partir de 1.

1) Ecrire 7 comme somme de cubes consécutifs signés a partir de 1.

On se demande désormais s’il est possible d’écrire tout entier M = 1 comme somme de cubes consécutifs
signés a partir de 1, et de maniere générale s’il est possible d’écrire tout entier naturel M = 1 comme
somme de puissances k-iémes consécutives signées a partir de 1.

La question est donc la suivante, étant donné un entier k=1 :

Est-il possible d’écrire tout entier M = 1 comme somme de puissances k-iemes consécutives
signées a partir de 1, c’est-a-dire sous la forme

M=¢g; x 1k+£2x2k+---+£nx nk,
ou n =1 est un entier et £1,...,&;, sont des éléments de {—1;+1}?2

On pourra aussi écrire une telle somme
n
M= Z Ei %1 k.
i=1
Dans la suite de cet exercice, on appellera signe un élément de {—1;+1}.

De cette facon, les éléments ¢; de {—1;+1} qui apparaissent dans les expressions précédentes de M
peuvent étre appelés signes. Ils correspondent aux signes au sens habituel : +1 correspond au signe +
et —1 correspond au signe —.



Partie 2 : Deux premiers cas, k=1et k=2

2) Démontrer que, pour tout entier M = 1, il existe un entier n = 1 et des signes €y,...,£,€ {—1; +1} tels
que
M=g1x1+€eyx2+€3x3+:--+€,xnN.

3) Existe-t-il un entier M = 1 pour lequel une écriture comme celle de la question 2) est unique?
4) Déterminer des signes ug, U1, Uz, us€ {—1;+1} et un entier Ry = 0 tels que, pour tout entier n =1,

U xn?+uy x M+ 1%+ up x (n+2)%+ug x (n+3)*>=Ry.

5) A l'aide de la question 4), démontrer que, pour tout entier M = 1, il existe un entier n = 1 et des

signes ¢€1,...,€, tels que

M:£1><12+62><22+£3><32+---+gn><n2.

6) Existe-t-il un entier M = 1 pour lequel une écriture comme celle de la question 5) est unique?

Partie 3 : Des différences finies itérées

On appelle fonction polynomiale a coefficients entiers de degré au plus d une fonction P définie sur R pour
laquelle il existe des entiers relatifs ag, aj, ..., a; tels que

pour tout x€ R, P(x)=ap+a1x+ a2x2 +oee 4 adxd.

Ftant donné une fonction f définie sur R et un réel a, on note A,(f) la fonction définie sur R par
pour tout x e R, (A4(f)) (x) = f(x) - f(x+a).

7) Soit a un entier relatif et P une fonction polynomiale a coefficients entiers de degré au plus d = 1.
Démontrer que A,(P) est une fonction polynomiale a coefficients entiers de degré au plus d — 1.

Pour toute fonction f définie sur R, on définit la suite de fonctions (T, (f))ren par To(f) = f, et pour tout
entier k=1,

Te(f) = Mgkt (T_1 ().

Par exemple T5(f) = Aq (A2 (A1(f))) et plus généralement, pour tout entier k > 1,

Ty () = Agi (Azk—z ( (AZO (f)) )) .

8) Démontrer qu’il existe une suite de signes (u,),en telle que, pour tout k = 1 et pour toute fonction
[ définie sur R,

pour tout x e R, (Tx(f))(x) = uof(x)+ulf(x+1)+ugf(x+2)+m+uzk_lf(x+2k—1).

On note désormais (u,) ,en la suite de signes obtenue a la question 8).
9) Déterminer ug, u;, Uy, Us, Uy, Us, Ug €L U7.
10) Démontrer que, pour tout entier k = 0, il existe un entier relatif Ry € Z tel que, pour tout entier n =1,

ugnk+u1(n+1)k+~~-+uzk_l(n+2k—l)k=Rk.

Dans la suite de I'exercice, pour tout entier k = 0, on note Ry l'entier relatif de la question 10).
11) Démontrer que, pour tout entier k=1,
Rip=—k2¥1R_;.
En déduire, pour tout entier k = 0, une expression de Rj en fonction de k.
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Partie 4 : Une initialisation incongrue

Dans cette partie on fixe un entier k = 1 ainsi qu’'un entier r = 2.
12) Soit a et b deux entiers. Démontrer que, si r divise a — b, alors r divise a* - b,

Dans les questions 13), 14) et 15) on fixe un entier n = 1.

13) Démontrer que
r divise (nk+(n+1)k+---+(n+r2—1)k).

14) Démontrer qu'il existe un entier ¢ compris entre n et n+r —1 tel que r divise cF-1.

15) En déduire qu’il existe des signes €, €,41,-..,Ex4,2-1 tels que

r divise ((snnk tepm+ D+t o (nHTP— l)k) _2)'

Partie 5 : Conclusion

Dans cette partie on fixe un entier k = 1.

16) Conclure que, pour tout entier M = 1, il existe un entier n =1 et des signes €1, €»,...,&, tels que
M=¢g x 1k+£2 ><2k+---+£n x nk.

17) Existe-t-il un entier M = 1 pour lequel une écriture comme celle de la question 16) est unique?

Partie 6 : Généralisation

18) Soit P une fonction polynomiale a coefficients entiers. On suppose qu’il n'existe pas d’entier § = 2
tel que 6 divise P(n) pour tout entier n = 1.

Démontrer que, pour tout M = 1, il existe un entier n =1 et des signes €y, ..., €&, tels que

M=¢,P(1) +&,P2) +--+£,P(n).



Exercice 3 : Fromage alléchant

Un corbeau et un renard souhaitent se partager un fromage qui a la forme d’'un disque d’aire 1. Chacun est
affamé et veut manger autant de fromage que possible. Pour des raisons d’équité, ils ont décidé de couper
le fromage en quatre parts; le corbeau choisira d’abord la part de son choix, puis le renard choisira deux
parts, et le corbeau prendra la derniere part.

La meilleure maniére de découper un fromage consiste a utiliser un fil a couper le fromage. Chaque
utilisation du fil permet de découper le fromage selon un segment dont les extrémités se trouvent sur
le bord du disque; c’est ce que 'on appelle communément « donner un coup de fil ». Pour obtenir quatre
parts en un minimum de coups de fil, le corbeau et le renard vont donc utiliser celui-ci deux fois, de
maniére a obtenir deux segments qui se croisent en un point intérieur au disque.

Pour tout réel g € [0;1], on dit que le corbeau dispose d’une stratégie g-gourmande s'il peut se débrouiller
pour récupérer deux parts dont la somme des aires est supérieure ou égale a g. On s’intéresse, selon que
le corbeau ou le renard donne chacun des coups de fil, a 'ensemble des réels g pour lesquels une telle
stratégie g-gourmande existe.

1) Soit a et b deux réels strictement positifs de somme a + b = 1. Démontrer que le corbeau peut faire
en sorte que son premier coup de fil découpe le fromage en deux parts d’aires a et b.

2) Dans un premier temps, le corbeau donne les deux coups de fil. Pour quels réels g dispose-t-il d'une
stratégie g-gourmande?

3) Le renard étant mécontent de la situation précédente, il donne désormais le premier de coup de fil;
le corbeau donne toujours le second coup de fil. Dans ces nouvelles conditions, pour quels réels g
le corbeau dispose-t-il d'une stratégie g-gourmande?

4) Troisieme cas : cette fois-ci, le corbeau donne le premier coup de fil, et le renard donne le second.
Pour quels réels g le corbeau dispose-t-il maintenant d'une stratégie g-gourmande?

5) Enfin, les deux comparses conviennent que le renard donnera les deux coups de fil. Pour quels
réels g le corbeau dispose-t-il d'une stratégie g-gourmande?

Pour des raisons esthétiques, le corbeau et le renard décident désormais que les deux segments selon
lesquels ils vont couper le fromage doivent étre orthogonaux.

6) Reprendre la question 2) dans ces nouvelles conditions.

FIN DU SUJET
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